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Mielas skaitytojau! 


Numatydamas, kad šią knygą ne vienas pavadins niekam ti- 
kusia, taip ir parašiau viršelyje. Kita vertus, aš esu niekas di- 
džiojoje matematikoje, Tu esi niekas didžiojoje matematikoje, tai 
gal mums ši knyga ir tikusi? Gal ji pravers tiems, kuriuos įbau- 
gino solidūs vadovėliai ir uždavinynai? Todėl tą žodį „niekam“ 
lyg ir nubraukiau... 


Stebėsitės, kaip autoriui užteko įžūlumo į vieną knygą sudė- 
ti ir moksleiviui, ir studentui, ir mokytojui, ir dėstytojui skirtus 
uždavinius. Norėjosi parodyti, kad matematika — kaip meilė — 
neturėtų būti skaidoma į dalis. Niekaip nerasi, kur baigiasi mo- 
kyklinė ir prasideda universitetinė arba olimpiadinė matemati- 
ka. Kauno technologijos universiteto gimnazistų kontrolinio dar- 
bo užduotis apskaičiuoti ribą 

lim 1-sin(7/2-2-x) 

x20 tg? 3x 
nejveikiama daugeliui universiteto studentų, o šios knygos au- 
torius kažin ar išspręstų bent vieną pasaulinės moksleivių olim- 
piados uždavinį. Kiekvienam savo. Vienas iš mano pagalbinin- 
kų - gimnazistas Kęstutis Česnavičius - olimpiadose sprendžia 
tokius uždavinius, kurie šiai knygai būtų per „kieti“. 


Noriu, kad Tu, matematikos eilini, pajustum tokį pat malo- 
numą, kokį aš pajuntu, kai klaidžiodamas po interneto džiun- 
gles aptinku išspręstą įdomų uždavinį. Mėgstu išspręstus užda- 
vinius! Štai kodėl ir šioje knygoje neišspręstų uždavinių beveik 
nėra. 


Kitas autoriaus tikslas — priminti klasiką. Kas iš mūsų sura- 
do naują uždavinio sprendimą? Taip, mes kartais sukuriame nau- 
ją vaizdą, bet jis sudėliotas iš metų metais patikrintų klasikinių 
fragmentų. Verta retkarčiais prisiminti, kas yra matematikos lo- 
bynuose. 
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Matematikos mėgėjai atpažins kai kuriuos internete, kitose 
knygose matytus uždavinius. Nesisavinu jų, kaip ir tie auto- 
riai, kurie vėl įrodinėja Pitagoro teoremą, sprendžia jau šimtus 
kartų išspręstus uždavinius. Toks mokymosi knygų likimas - 
originali gali būti tik kompozicija, bet ne „natos“. 


Mes mokome taip, kaip mokė mus. Nuoširdžiausiai dėkoju 
savo matematikos mokytojai Onai Rutkauskienei, mokytojai eks- 
pertei Birutei Vosylienei, abiejų Kauno technologijos universi- 
teto matematikos katedrų kolegoms, kurie padėjo man pamėgti 
matematiką. Matematikos rūmuose reikėtų gyventi, o ne retkar- 
čiais į juos užsukti. Visiems, kuriems (kaip ir man) likimas lėmė 
tik užsukti į tuos didingus rūmus, siūlau šią knygą - joje tų 
rūmų atspindžiai. 

Nuoširdžiausiai dėkoju viršelio dizaineriui Audriui Jonaičiui, 
techniniam redaktoriui Vygandui Čiricai, parengusiam jau ne 
pirmą mūsų knygą, savo gimnazistams, leidusiems su jais apta- 
rinėti kai kuriuos uždavinius, savo studentams, labiausiai mė- 
gusiems desertą, ir, žinoma, savo Albinai, leidusiai šiai knygai 
skirti brangias gyvenimo akimirkas. 


Dr. Bronislovas Burgis 


I. SKAIČIAI 


N - natūraliųjų skaičių aibė: 

L 2 Ats 
Z - sveikųjų skaičių aibė: 

«= —3, —2, =, 0, 1, 2, 3,... 
Q - racionaliųjų skaičių aibė; skaičius yra racionalusis, jei jį galima užrašyti 
dviejų sveikųjų skaičių santykiu (trupmena), pavyzdžiui: 

1 6 —3 

T 
Galima apibrėžti kitaip: racionalųjį skaičių galima užrašyti kaip begalinę 
periodinę dešimtainę trupmeną, pavyzdžiui: 


Í =0,333...= 0,(3); Ê = 6,000.. -Ż = — 1,5000.. 


Racionalųjį skaičių 2,1(34) užrašykite kaip papras- 


tąją trupmeną. 
Laidas 
A=2,1(34); 
2,1(34)= 2,1 +0,0(34). 


Padauginkime lygybę iš 10: 

21,(34) = 21+0,(34). 
Pažymėkime 0,(34) = x. Tada 21,(34) =211x. 
Padauginkime lygybę iš 100: 


2134,(34) = 2100 +100x, 
2134+ x= 2100 +100x, 

34 

= 

waad gj PE "EE -— 
99 99 990 


= 


99x =34, x 


( I. SKAIČIAI 


II būdas 


2,1(34) = 2,1 +-0,034 + 0,00034 + 0,0000034 +... 
Pritaikome nykstamosios geometrinės progresijos sumos formulę: 
Jein 
{x l J q 
Siuo atveju b, = 0,034, q =0,01, todėl: 
0,034 _ 21, 34 _2113 
1—0,01 10 990 990 


2,1(34)= 2,1 + 


Skaičių 0,(9) paverskite paprastąja trupmena. 
0,9 0,9 1 
1—0,1 09 | 


0,(9) = 0,9 +0,09 + 0,009 + ... = 


Taigi 0,9999...=1. Aišku? 
UNAM M NSS MSN NAM NS 


I — iracionaliųjų skaičių aibė. Iracionalieji skaičiai išreiškiami begalinėmis 
neperiodinėmis dešimtainėmis trupmenomis. 


z=3,1415927... V2 =1,4142136... 
e =2,718281828... J3 =1,7320508... 
J5 =2,236068... 


Skaičius m yra 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971..., 
bet jei jums užtenka pirmųjų šešių skaitmenų po kablelio, vietoj 7 imki- 


te trupmeną >, Ją labai lengva atsiminti, nes tai skaitmenys 113355 
tam tikra taka 


I. SKAIČIAI 


Iracionaliuoju skaičiumi išreiškiamą atstumą galima pamatyti, bet ne- 
galima išmatuoti. Iš tiesų joks materinis prietaisas nėra begalinio tiks- 
lumo, o iracionalusis skaičius yra begalinė neperiodinė trupmena. Pa- 
žiūrėkite į kelis neišmatuojamus ilgius. 


21 


Paveikslėlyje parodytas auksinio santykio (aukso pjūvio) stačiakampis. Jau vidu- 
ramžiais buvo pastebėta, kad tokių proporcijų statiniai, daiktai yra malonūs akiai. Kai 
kas net gražuolių veiduose įžiūri šias proporcijas. 

Tai, kad vienetinio kvadrato kraštinė ir įstrižainė yra nebendramatės atkarpos, kaip 
nuostabos vertą dalyką pateikia Denis Guedj romane apie matematiką „Papūgos 
teorema“ (133 p.). Knygoje rašoma ir apie aukso pjūvį (274 p.). 


1.2 
Įrodykite, kad /2 yra iracionalusis skaičius. UŽDUOTIS 


1.2 
SPRENDIMAS 


Tarkime priešingai, kad J2 yra racionalusis skaičius. Jei taip, jį galima už- 
rašyti kaip nesuprastinamą trupmeną: /2 = ~ 

Iš tiesų kiekvieną racionalųjį skaičių galima užrašyti kaip paprastąją trup- 
meną. Jei galėtume, trupmeną prastintume tol, kol gautume nesuprastina- 
mą trupmeną A Gautąją lygybę pakelkime kvadratu: 


a 


== 


Ši lygybė rodo, kad a’ yra lyginis skaičius (koks bebūtų b’, padaugintas iš 
2 duos lyginį skaičių). 


2 a* =2b*. 


—————— 72. 


6 I. SKAIČIAI 


Jei kurio nors skaičiaus kvadratas yra lyginis skaičius. tai ir pakeltasis kvad- 
ratu skaičius yra lyginis, nes pakėlus kvadratu nelyginį skaičių (2m + 1) 
gaunamas nelyginis skaičius: (2m +1)(2m +1)=4m"* +4m+1 - du ly- 
giniai dėmenys ir vienetas. 

Lyginį skaičių a užrašykime taip: a = 2m. Tada: 


(2mY =2b*, b =2m?. 
Matome, kad 5, o kartu ir b, yra lyginis skaičius. Tai reiškia, kad trupme- 


a 
nos y skaitiklis ir vardiklis yra lyginiai skaičiai, todėl trupmeną galima 
suprastinti bent iš 2. Bet tai prieštarauja sąlygai, kad trupmena buvo nesu- 


prastinamoji. 

Vadinasi, /2 negalima išreikšti paprastąja trupmena, todėl V2 nėra racio- 
nalusis skaičius. 

Zymiai vaizdingiau šį įrodymą pateikė D. Guedj minėtoje knygoje „Papū- 
gos teorema“ (136 p.). 


(OC)C)oee000000002 


Matematinio įrodymo precizika primena istoriją apie avį Škotijoje. 

Traukiniu per Škotiją važiuoja filologė, fizikas ir matematikas. 

- Žiūrėkite, — pro langą pamačiusi pievoje besiganančią avį sako filologė, visos 
avys Škotijoje — juodos! 

- Reikia sakyti, — pataiso fizikas, - kad Škotijoje yra juodų avių. 

— Škotijoje yra bent viena pieva, kurioje ganosi bent viena avis, kurios bent 
vienas šonas yra juodas, — išaiškina matematikas. 


(OJC)C)eoeoeoe0e009 


R — realiųjų skaičių aibė. Ją sudaro racionalieji ir iracionalieji skaičiai. 
C — kompleksinių skaičių aibė. 
Palyginkime dviejų kvadratinių lygčių sprendimą: 


x +2x—3=0, x +2x+5=0, 
Xin =—14v4/1+3, Xx =-1+vV/1-5, 
x,=-1+2, x „==1+2/V—1. 
X, =—-3, x, =1 


I. SKAIČIAI ) 


Antruoju atveju „tikrą“ atsakymą galima užrašyti tik žinant, kas tai per 
matematinė keistenybė J-1. Akivaizdu, kad nėra tokio realiojo skaičiaus, 
kurį pakėlus kvadratu gautume (— I). Juk ženklų taisyklė visiems žinoma: 
mano draugo draugas yra mano draugas (+-+ = +); mano priešo priešas 
yra mano draugas (—-— = +). Nesant realiojo skaičiaus, tenka tą chimerą 
pavadinti menamuoju vienetu: 

J-1=i, =-l. 
i — lotyniško žodžio imaginarius (menamas, įsivaizduojamas) pirmoji raidė. 
Dabar antroji kvadratinė lygtis išsprendžiama: 

x, =—-1+2i, x, =-1-2i. 


Tai kompleksiniai skaičiai, turintys realią- 
ją (Re) ir menamąją (Im) dalį. Sakoma, 
kad skaičius z=a+i-b pateiktas algeb- 
rine forma. Kiekvieną kompleksinį skai- 
čių atitinka vienas taškas kompleksinėje 
plokštumoje. Žinant kompleksinio skai- 
čiaus modulį (atstumą nuo koordinačių 
sistemos centro iki kompleksinio skai- 
čiaus) ir argumentą (kampą, kuriuo rei- 
kia pasisukti nuo teigiamos realiosios 
ašies, norint „pataikyti“ į kompleksinį 
skaičių), kompleksinį skaičių galima už- 
rašyti trigonometrine ir rodikline forma. 


p — ios į > 1.3 
Raskite kompleksinio skaičiaus z, = —1+ 2i modulį 


ir argumentą (žr. pav.) 7 
EM 
SPRENDIMAS 
R=y(-0 +2 = 45. 


„=Z+a=Z4+arct 2 
Pı 2 2 85 


Panaudodami Oilerio formulę 


e? = cosg + ising, 
užrašome Z, trigonometrine ir rodikline forma: 
-1+ 2i = V5cosy +ivV5siny = V5 (cosy +ising )= 


T 


= J5 e!i E 
EE 


l 
+arctg— 
et 


( I. SKAIČIAI 


Pastebėkime, kad 


„T 
iz T s a : ; 
e 2? =cos—+isin—=0+i-1=i, 
2 2 
todėl galima užrašyti ir taip: 
bean baree. 
—l+2i=iV5e 2, 
Iš brėžinio matyti, kad 
Earegs) 


PA 


Veiksmai su kompleksiniais skaičiais 
1+i/3 


4 {e . 
N las Apskaičiuokite 
—i 
1.4 
SPRENDIMAS 


I būdas 
Skaitiklio ir vardiklio skaičius paverskime rodiklinės formos skaičiais: 


12 


į—- 
e2 = cos% +isinţ =0+i-1=i, 
2 2 


2 
j= 1? +(43) =p aarp 2T 


T 
iZ 
1+i/3=2e 3. 


l—i=n e”; 

"ia teI =/2, p =-arctgi=-Ž; 
45 

l—i=vV2e 4, 


Dabar padalyti ir pakelti laipsniu nesunku: 


12 
1+i/3 
l-i 


T 
12 LS „Tr 


2 
2e 3 (3) „al l 
<] =| e Y| =29.|e 12| =64e" = 
Je 4 


=64(cos7r +isin77)=—64. 


ao = 


I. SKAIČIAI J 


II būdas 
Skaitiklį ir vardiklį padauginkime iš vardiklio kompleksiniam skaičiui Z 
jungtinio skaičiaus Z (jei z=a+ib,tai Z=a-ib): 


(1+A3)(L+1) ? baned (143) +i(1+43) E 


(1-i)(1+-1) 1+1 2 


keičiame skaitiklio skaičiaus formą rodikline: 


7 r= (1-4) +(1+45) =48. p=arg ES R 


=T- arctg(2 + J3)) = (8) G (r-arcte(23)) | = 


212 
deja, teks panaudoti skaičiuotuvą; 
=} o [= -64 
tai, kad arctg(2 +43 ) = 57/12, nėra akivaizdu 


Z 15 
Apskaičiuokite i — J3 +2e5. 
1.5 
SPRENDIMAS 


=i-,/34+2 Ši A 


i-45+2 


TS k K 
cos— +1S11— 
6 6 


. . o . o no . + 1.6 
Įrodykite, kad jei (cosa +isina) =1, tai ir 


(cosa — isina =1. 
1.6 
SPRENDIMAS, 
Pirmiausia pasinaudodami Oilerio formule cosa + isina =e” įrodykime 
AX y 
Muavro formulę: (cosa +isina)" = (e) =e"? =cosnp +isinny. 
Iš sąlygos (cosa +-isina)" = e° =]. 


: ni 
Jei taip, tai ir (cosa — isina)” = e™'”° =g] =1!=1. 
Įrodyta. 


— 2 


I. SKAIČIAI 


1.7 5— 
Įrodykite, kad sin189 = 5 E 


SPRENDIMAS 


Tegul = 18“. Pritaikykime Muavro formulę (žr. 1.7 užduotį): 

(cosy +-isinp) = cos5p + isin5y. 
Dešinėje pusėje cos55 = cos90° =0, sin5% = sin90* =1. Naudodami Niu- 
tono binomo formulę (žr. 15 skyrių), kairiąją pusę pakelkime laipsniu: 

cos? 6 + 5icos sing + 10cos? p(isino) + 

+10cos? p(isino) +5cosy(isinp) + (ising) =i, 
cos? y — 10cos* ysin? p + 5cospsin" p =0, nes du kompleksiniai skaičiai ly- 
gūs tada ir tik tada, kai lygios jų realiosios dalys (iš to ir gauta ši lygybė) ir 
lygios jų menamosios dalys. 
Sinusus pakeičiame kosinusais: 


cos? > —10cos" pl — cos? p) + 5cosy(1 — cos? p =0, 
16cos? y — 20cos* p + 5cosọy =0, 
16cos* p — 20cos?’ y +5=0, 


 20+4/400—320 5+45 


2 
COS 
(rej 32 8 
Įvertinę akivaizdų faktą, kad reikšmė negali būti „maža“, turime: 
cos? 187 = 2 
l+ co0s2 
Dabar porą kartų panaudosime formulę cos? a = De, po to kosi- 


nusą redukuosime į sinusą ir gausime atsakymą: 


1+cos36° 5145 


— 3 


2 8 
cos36°= 1+5 
4 
2 
cos? 36° = 1+ V5 at C 
4 8 
1+cos72° 34145 
2 8 | 
sp 


an 


I. SKAIČIAI 


cos 727 = cos(90* —18*) = sin18*; 


i 
n 


sin18° = 


Kuo reikšmingas gautasis rezultatas? 


Apskaičiuokime ———. ` 
2sin18° 


1 1 2 2(45 +1) ASHI 


2sin18? „J5-1 V5-1 (J5-1)(V5+1) 2 
4 

Bet juk tai „aukso pjūvis“, „auksinis skaičius“ ir panašiais vardais vadina- 
mas vienas iš mistiškiausių skaičių! Šioje knygoje dar ne kartą apie jį skaity- 
site. Dešimčių milijonų tiražu parduotos knygos „The Da Vinci Code“ auto- 
rius Danas Brownas irgi žavėjosi tuo skaičiumi. Knygoje jis vadinamas „die- 
viškąja proporcija“ („Divine Proportion“). 

D. Brownas pateikia įdomių pavyzdžių, kur gamta pritaiko „dieviškąją pro- 


541 =1,618. Paskaitykite! Knyga išversta į lietuvių kalbą. 


porciją“ 


Lk kb 


Šaknis iš kompleksinio skaičiaus 


, A +21k .. 042nk 
Jei z=re” tai Yz = [ar [oos PEZE isine trk , k=0, L..,(n—1), 
n n 

X/ „r - aritmetinė šaknis („neneigiamas skaičius iš neneigiamo skaičiaus“) 
iš kompleksinio skaičiaus modulio. 

Analizuojant šią formulę galima sukurti tokią paprastą ir naudingą taisyk- 
lę: sprendiniai yra kompleksiniai skaičiai, atitinkantys taškus ant komplek- 
sinėje plokštumoje nubrėžto apskritimo, kurio centras yra koordinačių pra- 


džios taškas, o spindulys — X/,*; apskritimą reikia padalyti į n lygių dalių 


pradedant nuo pirmojo sprendinio, kuris yra ties kampu 2 
n 


T, 


( I. SKAIČIAI 


1.8 

UžDUOTIS/ Raskite visas šaknies reikšmes: 141143. 
1.8 

SPRENDIMAS 


Pasinaudosime šaknies traukimo formule. 


r= JPH] =z [r=12; 


=arct EE 
P 8 I 7 


k=0: Yaleo kisin L = e12; 


„Tr 
ula tis IDA Ye 12; 


„1377 
k=2: Ya cos EHE s isin 28240 ye 12 ; 


„ST 
k=3: Ya eos PESE „isp TEST) Yz 2, 


EE je Raskite visas šaknies reikšmes: V8. 
1.9 
SPRENDIMAS 


Pasinaudosime šaknies traukimo taisykle. 

r=8, „r =2. Nubrėžiame apskritimą. = 0, £= 0. 

Pirmoji šaknies reikšmė — realusis skaičius 2. Padalijame apskritimą į tris 
lygias dalis ir tiesiog iš brėžinio „nurašome“ 
šaknies reikšmes. 

Antroji reikšmė: 

2e“!? = 2(cos120° + isin120°) = 


Laila 
2. 2 


trečioji reikšmė: 


2e““ = 2(cos120° — isin120°) = —1 443. 


=2 


I. SKAIČIAI 


; . LX 1.10 
Raskite Ji reikšmes. UŽDUOTIS 
1.10 
T SPRENDIMAS 


r=l, P- ; 
X2 i32. 


“3 2 
n/2 +27 


2 
pirmoji reikšmė: ifeos7 +i sin = v2 : 


n/2+2r 


A 


2 2 


antroji reikšmė: cos +isin 


Dabar jau niekada nepamiršite, kad aritmetinė („mokyklinė“) šaknis iš, pa- 
vyzdžiui, keturių yra tik 2, o šaknies kompleksinės reikšmės (nesvarbu, kad 
šiuo atveju jos „atsitiktinai“ yra realiosios) yra 2 ir -2. 


av S 
, 


Interneto projektas GIMPS (the Great Internet Mersenne Prime Search) 

padėjo surasti milžiniško dydžio pirminius skaičius, pavyzdžiui, tokį: 
96972593 1 

Pirminiai skaičiai, išreiškiami tokia forma 2" —1, vadinami Merseno skai- 

čiais. 


DGDBDF-DF-DF-DFDFDFDFDF+FDF+F+F+-+++---5 57 T 


Sunku prisiminti formules kompleksinio skaičiaus argumentui S 
surasti? Nereikia jų nei prisiminti, nei žinynuose ieškoti! 
Užtenka tik įsivaizduoti (gabesniems) arba popieriuje pažymėti (tingesniems), 
kur yra kompleksinis skaičius. Suraskite kampą tik tame ketvirtyje, kuriame 
yra taškas, o bendrą kampą ir jo ženklą tiesiog pamatykite! 

Nepamirškite, kad galima sutarti imti > € [0;27] arba p €|-7;7] - jokio 
skirtumo! 
Pavyzdžiai: 


3 Rez 


2 
argZz == 2 argZz =T — a =T arctg - 


——— I 


( I. SKAIČIAI 


argž, =y STHA 


=T-+ areta? 
Ž 


arba 


3 
argz, = =2T- aroa 


arga =p =—7+0 
5 arba 3 

=—7+arctg-—. =, = —arctg >. 

3A OOPER zig 8 2 arg Zo = 55 e7 


po dD dD do dD dD DD D AD AD 60 66 65 D 45 do 
— My friends who are devout Christians definitely believe that 
Christ literally walked on water, literally turned water into wine, and was 
born of a literal virgin birth. 
- Religious allegory has become a part of the fabric of reality. And living in 
that reality helps millions of people cope and be better people. 
— But it appears their reality is false. 
— No more false than that of a mathematical cryptographer who believes in 
the imaginary number ‘t’ because it helps her break codes. 

Dan Brown. The Da Vinci Code 


S 65 65 45 6 66 65 66 66 66 0 66 65 66 D ko 66 AO GO 65 65 KO ko 66 A ko ko 
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Kaip jie įrodo, kad visi nelyginiai skaičiai yra pirminiai? 

Matematikas: 1 - pirminis, 3 — pirminis, 5 - pirminis, 7 - pirminis, toliau — pagal 
indukciją. 

Fizikas: 1 — pirminis, 3 — pirminis, 5 — pirminis, 7 — pirminis, 9 — eksperimento klaida, 
11 - pirminis... 

Inžinierius: 1 — pirminis, 3 — pirminis, 5 — pirminis, 7 — pirminis, 11 - pirminis... 
Programuotojas: 1 — pirminis, 3 — pirminis, 5 — pirminis, 7 — pirminis, 7 — pirminis, 7 
— pirminis... 

Dėstytojas: 1 — pirminis, 3 — pirminis, 5 — pirminis, 7 — pirminis; tolesnį įrodymą 
palieku studentams. 

Statistikos specialistas: patikrinkime daug atsitiktinai parinktų skaičių: 3 - pirminis, 
11 -pirminis, 23 — pirminis, 5 — pirminis, 31 — pirminis... 

Psichologas: 1 - pirminis, 3 - pirminis, 5 - pirminis, 7 - pirminis, 9 — pirminis, bet 
stengiasi tai nuslėpti, 11 — pirminis... 


LB 


2. ALGEBROS 
PRADMENYS 


2.1 
Išskaidykite dauginamaisiais: x* +1. UŽDUOTIS 
=——— 
Pritaikykime triuką „pridėti ir atimti“: SPRENDIMAS 


(x* +2x° + 1) -2x =(x° + 1) —2Xx“. 
Dabar akivaizdu, kad siekėme sudaryti kvadratų skirtumo formulę. 

(x? + 1) —2x* = tą +1 + J2x)- (x? +1 — V2x). 
Toliau, nenaudojant kompleksinių skaičių, išskaidyti neįmanoma, nes 
skliausteliuose esantys trinariai realiųjų šaknų neturi. Patikėkite tuo nė ne- 


tikrindami, nes juk akivaizdu, kad pradinis daugianaris realiųjų šaknų ne- 
turi (joks realusis skaičius „nepaverčia“ jo nuliu). 


ok Lndukadokaisd aiskiai kiaulių 
Jei x= J4, tai x=+27 Ne? Tai gal x = 2, x, = —2? O gal 

12] 

Antrasis atsakymas geresnis už pirmąjį jau vien dėl to, kad +2 yra ne skai- 


čius, o hermafroditas (abiejų lyčių padaras). 
Antrojo atsakymo šalininkai paprastai pateikia tokius „įrodymus“: 


x-3, 

x=144, 

X =4 X, =—2, 
nes tą patį galima išspręsti ir kitaip: 

x*=4, 

x -4=0, 


(x—2)(x+2)=0, 


X =2, X, ——2. 
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Deja, jei x = V4 ir kalbame apie aritmetinę šaknį (apie kitokias šaknis kalba- 
ma tik nagrinėjant kompleksinius skaičius), tai X —2, nes aritmetinė šaknis 
yra neneigiamas skaičius iš neneigiamo skaičiaus. 

O iš kur atsiranda dvi reikšmės sprendžiant lygtį x*=47 Atsiranda kaip 
tik dėl to, kad iš abiejų pusių traukiame aritmetinę šaknį: 


|= 
|x| reikia rašyti dėl to, kad /x“ rezultatas turi būti neneigiamas, o x ženklo 
nežinome! 
Po to iš lygties |x|= 2 gauname x, =2 ir x,=-2. 


Kas kita, jei kalbame apie J4 kompleksinių skaičių aibėje. Čia n-tojo laips- 
nio šaknis visada duoda n atsakymų (žr. 1 sk.). Šiuo atveju tie atsakymai yra 


2 ir —2. 


+ Ja 


S E BR 


2.2 
> a-b 
UZDUOTIS/ Suprastinkite reiškinį: —— 
p va — vb 


2.2 
SPRENDIMAS 


Ga) 


Viską matysime kur kas aiškiau, spręsime paprasčiau, jei sugebėsime taip 
pakeisti reiškinį, kad neliktų jokių šaknų. Tai visai paprasta - pažymėkime 
Ja=a, /b= B: 
a 6t a þa B? 
a*-6* (œ +0-8 
Įsidėmėkite šį pakeitimo principą, pravers! 
Dabar reiškinį suprastinti visai nesunku: 


-Ple tE) afa +6) 
g-e a-[1+8) 


UžtajoTįs) Suprastinkite reiškinį: 


a+10/a + V20-|$la? +5-4a)+25 
23 


iggy io gj a a p ij a i 
(a—25)[4la* — J125) „(Va + 1250 +5) 
Pasinaudokime 2.2 užduotyje nurodytu principu —- pakeiskime: Ja =a ir 


tao) 


+0-6|=0 +0 —|(07 -08+67) +09) = 


J5 = p. Matote, net skaičių kartais verta pakeisti raide! 


——— 


2. ALGEBROS PRADMENYS) 
at +2- p- +44- p" (à +p*-0)+p" 
vardiklyje esantį reiškinį (o? = p) perkeliame į skaitiklį, 
=} išskaidome (0? — p") =(a- p" [a" +ap +p“) = 
ir suprastiname su vardiklio daugikliu (a? +p a+ p“) 
(ać +2p'a" +2p'0" +2p'a +p|[(a-p') 
(e? -p*) (a +p") 


Surizikuokime padalyti daugianarį iš daugianario; išrikiuokime skaitiklyje 
esantį penkianarį œ laipsnių mažėjimo tvarka ir dalykime iš a“ + p": 


at +20? p +20*p* +2ap"+p5 +p 


at +a? p’ a? +2ap + p 


2a p’ +2ap" 
ap +p 
p+ 
= o 


Valio, dalijasi be liekanos! 
Tolesnis prastinimas — vieni niekai: 


(a? +20p" +p'|(a- p’) 
(e= p) (a + p') 


a +2ap + p a+p 


a'+ap" a+p 
a apar Aa 
ap +p 
Er 


Matote, kaip praverčia daugianarių dalyba „kampu“! 


— Žž 
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TTT TTT TTT TTT TT TTT TTT T) 
Sumanė Renata išgerti kavos su brendžiu. Į puodelį įsipylė ka- 
vos, į taurę — brendžio. Iš taurės šiek tiek brendžio įpylė į kavą. „Negerai 
padariau, - pamanė Renata, — reikėjo kavą pilti į brendį.“ 

Tada iš kavos puodelio šliūkštelėjo tiek pat gėrimo į brendžio taurę, kiek 
prieš tai buvo į kavą įpylusi brendžio. „Ko dabar daugiau - kavos brendyje 
ar brendžio kavoje?“ — susimąstė Renata. 

Paklauskite to savo draugų — išgirsite įvairių atsakymų. Pabrėžkite, kad 
visai nežinoma, nei kiek kavos buvo puodelyje, nei kiek brendžio buvo tau- 
rėje. Svarbus tik vienas faktas - iš taurės į puodelį ir atgal buvo įpiltas toks 
pat kiekis gėrimo. 

Išspręskime šį uždavinį. Tarkime, kad puodelyje buvo K mililitrų (mato vie- 
netai visai nesvarbu!) kavos, o taurėje - B brendžio. Į puodelį iš taurės įpilta 
ir atgal į taurę grąžinta P mililitrų gėrimo. 


Į puodelį įpylus brendžio, jame esantį gėrimą galima įvertinti taip: A j 


kavos koncentracija, - brendžio koncentracija. Perpilant P mililitrų 


K +P K P 
do Ss f "m P l P sio, 
šio gėrimo, į taurę buvo įpilta KP Feon ir TP brendžio 
Vadinasi, puodelyje liko P R - P P = 2 = brendžio. Taigi lygiai tiek 


pat, kiek į taurę įpilta kavos! 


TTT TTT TT TT TT T TT TT T T T TT T II 


Dviratininkas užsibrėžė per keturias valandas nuvažiuo- 
UŽDUOTIS ti iš Kauno į Vilnių (100 km). Nuvažiavęs pusę kelio per 
dvi valandas, Elektrėnuose jis pusvalandį ilsėjosi. Kokiu 


greičiu dviratininkas turi važuoti likusį kelią, jei nori 
numatytu laiku atvykti į Vilnių? 


2.4 
SPRENDIMAS 


Atsakymas akivaizdus: likusius 50 km dviratininkas turi nuvažiuoti per 
pusantros valandos, todėl jam teks važiuoti 

50 

E = 33,3 km/h greičiu. 
Iki Elektrėnų jis važiavo 25 km/h greičiu. Matome, kad pusvalandis poilsio 
verčia dviratininką žymiai padidinti greitį. Kaip jūs mažiau pavargstate: 
dirbdami lėčiau be poilsio ar dirbdami greičiau su pertraukomis pailsėti? 
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Atstumas tarp miestų - 253 kilometrai, leistinas va- 2.5 

žiavimo greitis - 110 km/h. Nedrausmingas vairuo- 

tojas visą kelią važiuoja 130 km/h greičiu. Kiek mi- 

nučių „sutaupys“ keliautojas (t.y. keliomis minutė- 

mis kelią įveiks greičiau negu važiuodamas leistinu 25 

greičiu)? A SPRENDIMAS 
Važiuojant leistinu greičiu užtrunkama ——= 2,3 valandos (dvi valandas 


ir 18 minučių). Važiuojant 130 km/h užtrunkama — =1,95 valandos (va- 
, i 130 

landą ir 57 minutes). 

Taigi nedrausmingas vairuotojas „sutaupo“ tik 21 minutę! 

Galima teigti, kad daugelis vairuotojų vengtų viršyti leistiną greitį, jei mo- 

kėtų mintinai apskaičiuoti, kiek nedaug laiko sutaupo rizikuodami. Reikėtų 

galvoti taip: kiek kartų greičiau važiuoji, tiek kartų mažiau sugaišti laiko. 


Santykis = =1,18 reiškia, kad toks bus sugaišto laiko, važiuojant vienu ir 


kitu greičiu, santykis. Važiuojant tolimą kelią, skirtumas žymus, bet jei va- 
žiuoji, tarkime, 20 kilometrų per miestą vietoj leistino (50 km/h) greičio 70 
km/h, tai geriau apskaičiuok (įsimink schemą skaičiavimui mintinai): 
20 20 20-(70—-50) 2.2 4 k 
50 70 50-70 571. 35 
Nė septynių minučių nesutaupysi, o bėdos sau ir kitiems gali pridaryti ne- 
mažai! 


Plaukikas ežere per valandą nuplaukia tris kilomet- 26 
rus. Tokiu pačiu tempu plaukdamas upe jis įveikė 
du kilometrus ir grįžo atgal per pusantros valandos. 

Koks upės tėkmės greitis? 


al.) = a 60 = 6,8 min. 
35 


Upės tėkmės greitį pažymėkime x. Plaukikas pasroviui plaukė (3 +x) km/h 
greičiu, o prieš srovę - greičiu (3 —X ) km/h. Plaukdamas 2 km pasroviui jis 
2 


h. 


sugaišo „ O prieš srovę — 
3+x — X 
Sudarome ir išsprendžiame lygtį: 
2 2 


=- 
3+x 3-x 


=S; 


Žinoma, tinka tik atsakymas X =1 km/h. 
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Įdomu pastebėti, kad plaukdamas upe plaukikas sugaišta daugiau laiko, ne- 
gu plaukdamas tokį patį atstumą ežere. O juk atrodo, kad, plaukiant tiek 
pat pasroviui ir prieš srovę, tėkmės greitis turėtų „susiprastinti“? 
Jei nurodytume, kad plaukikas upėje sugaišo tiek pat laiko, kiek būtų sugai- 
šęs plaukdamas ežeru, iš lygties 
2 2 4 

3+x 3-x 3 

gautume x =Q. Teisingai! 


(OC)C)e0e0e0000000 


— Kiek bus 251 padauginus iš 864? 
Pagalvojau ir pasakiau, kad 216 864. Nes skaičiuoti buvo visai lengva, pir- 
miausia 864 padaugini iš 1000 ir gauni 864 000. Paskui gautą skaičių pada- 
lini iš 4 ir gauni 216 000, paskui 250 daugini iš 864. Paskui prie to, ką gavai, 
pridedi dar 864, kad gautum 251 ir 864 sandaugą. Ir gauni atsakymą 216 
864. 

Mark Haddon. „Tas keistas nutikimas šuniui naktį“, „Tyto alba“, 2004 
P. S. Pastraipoje yra nedidelė klaida (matyt, vertėjo). Radote? 
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Diendaržyje laikomos vištos ir triušiai. Petriukas suskai- 
UŽDUOTIS čiavo, kad galvų yra 35, o kojų - 94. Kiek yra vištų ir 


kiek triušių? 
2.7 
SPRENDIMAS 


Tarkime, kad vištų yra x, o triušių — y. Sudarome ir išsprendžiame lygčių 
sistemą: *+y=35, 

h +4y =94. 
Pirmąją lygtį padauginame iš (-2) ir pridedame prie antrosios: 

2y = 24, 

y=12; 

x=35-12=23. 


Vadinasi, yra 23 vištos ir 12 triušių. 


2.8 . . 2 = = 


kai 
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BETA 
Pritaikykime principą „pridėti ir atimti“: SPRENDIMAS 


D — 


Xy =6; 
(x+y -2-6=13, 
(x+y) =25; 


x+y=5 arba x+y=-5. 
Į antrąją sistemos lygtį įrašome y=5— x: 
Sx-—x*=6, 
x’ —5x+6=0; 
H3 X = 2, 
X =2 V, =3. 
Dabar į antrąją sistemos lygtį įrašome y = —5— x: 
—5x—x* =6, 
x’ +5x4+6=0; 
X, =—-3, X, =-2, 


y, =—2, y, =—-3. 
Atsakymas: (3;2), (2:3), (-3;—2), (-2;—3). 


2 
x —3x=8 „2.9 
Išspręskite lygčių sistemą: | TE ”  WWŽDUOTIS 


3y— xy- y =4. 


D .(3— y- x)=8, SPRENDIMAS, 


y-(3—y-x)=4. 
Padalijame pirmą lygtį iš antrosios: 
x 
-2 =2, 
y 
x=-—2y; 
4y“ —2y° +6y=8, 
y*+3y-4=0, 
y» =-4 y =l; 
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2.10 . f Ls x? +3xy = 28 
Išspręskite lygčių sistemą: | 4 á 


xy +4y =8. 


2.10 
SPRENDIMAS 


Panaudokime keitinį x=t.- y: 
ty? +3ty° = 28, 
ty“ +4y =8. 

2 28 


28 8 
“437 24 
7t +28=217 +6t, 
2? —t—28=0, 


Ya =l: x+4=8, X ,=4; 
Ya =—1: —x+4=8, X, =—4; 
Ya =4: 4x +64=8, X, =—14; 
Yn =—4: —4x+64=8, x„=l14. 


Atsakymas: (4;1), (—4;—1), (—14;4), (14,—4). 


2.11 Išspręskite lygčių si Ė 
pręskite lygčių sistemą 
27 32 


2x—y x+3y 
45 4&8 = 
2x— y x+3y į 


G — 


3 
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2.11 
l SPRENDIMAS, 


1 
Pažymėkime: =u, =y. 
2%= y x+3y 


27u +32v= 7, 
45u — 48v = —1. 
Pirmąją lygtį padauginkime iš 3, antrąją — iš 2 ir lygtis sudėkime: 
27-3-u4+-45-2-u=19,1 
1 


Gauname tokią sistemą: | 


u=-. 
Iš pirmos lygties: 
34+32v=7, 
1 
v=-. 
8 
Dabar sprendžiame tokią sistemą: 
E l 
2x=y 9 2x—y=9, 
x+3y 8 


Tx =35, x= 5; 
10—y=9, y=l. 
Atsakymas: (5; 1). 


Su kuriomis a reikšmėmis lygtys x“ +ax +8=0, 
2 UZDUOTIS 
x +x1+a=0 


turi bendrą sprendinį? 


2.12 
l būdas SPRENDIMAS 


Tarkime, kad sutampantysis abiejų lygčių sprendinys yra x,. Užrašykime 
Vijeto teoremos sąlygas abiem lygtims ir išspręskime lygčių sistemą: 

x +x, =—a 

X -X, =Š 

ti t=] 


X X, =a, 


( 2. ALGEBROS PRADMENYS 


Atsakymas: a = —6. 


II būdas 

Iš pirmosios lygties atėmę antrąją gauname: 
ax +8-X-a= 0. 

Iš antrosios lygties: 


X2 = 2 (x) 


Vieną šaknies reikšmę įrašome į sudarytąją lygtį: 


L, f i. 
=> Ty 2-8 = Faaa 
2 V4 2 V4 
(a—1)V1-4a =3a —17, 
(a? — 2a +1)(1—4a)=9a° —102a + 289, 


a +8— —a=0, 


a*-2444+72=0, (**) 


a=-6. 


Šis sprendimas turi du trūkumus: 
1) be tyrimo neaišku, kurią šaknį iš dviejų (*) įrašyti į lygtį; 
2) gavus trečiojo laipsnio lygtį (x *) „ šaknį tenka „atspėti“. 


Aštuntajame ir devintajame amžiuje gyvenęs arabų mokslinin- 
kas Mohammedas ibu Musa Abu Dejefar al-Khowarizimis pasiūlė tokią 
formulę kvadratinei šakniai traukti: 


2 
xX- v E z "r X k 
vx=p+ P „čia p- reikšmė, kurią gauname mintinai ištraukę šaknį 
2-p4+1 
iš skaičiaus, artimiausio x. 


m= —. 
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Pavyzdžiui, jei x =17, tai p=4: 


Fag TESST) 


2-4+1 9 


y . 0 4 3 2 = 2.13 
Išspręskite lygtį: 2x“ +3x* —4x" —3x4+2-0. 


2.13 
SPRENDIMAS 


Gal pavyks atspėti kurią nors lygties šaknį? Šis metodas tinka tik tada, kai 
lygtis turi bent vieną „gražią“ šaknį: —3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3. Kitų skaičių ban- 
dyti neverta, reikia ieškoti kitų sprendimo būdų. 
Pradėkime nuo 1: 

21+3—4—342—0) 

0= 0. 

Pataikėme! Vadinasi, daugianaryje 2x“ +3x* —4x° —3x+2 „tūno“ dau- 
giklis (x —1), kuris ir paverčia tą daugianarį nuliu. O tai reiškia, kad dau- 
gianaris be liekanos dalijasi iš (x —1): 


25 L857—457 >3245 12 x-1 


2x* —2x7 2x* +5x* +x-2 
“442 
SX 550 
Eae 
* 2h 
era 
0 


Taigi duotąją lygtį galima užrašyti taip: 

(x—1)(2x° +5x* +x—2)=0. 
Toliau klausiame, su kuriomis x reikšmėmis antrasis lygties daugiklis lygus 
nuliui, t.y. sprendžiame tokią lygtį: 


25 51" +x—2=0. 


27 
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Vėl bandome atspėti šaknį. Gali būti, kad dar kartą tiks 1, nes kiekviena 
lygtis gali turėti kartotinių šaknų. Ne, 1 netinka, bet tinka -1: 
—24+5—-1-2=0, 
0=0. 


Vėl dalijame „kampu“: 
2x? +5x +x—2 |x+1 
2 12 2x’ +3x-2 
3x' +x-2 
| 3 +3x 
—2x-2 
"2-2 


Belieka išspręsti kvadratinę lygtį: 9 
2x* +3x—2=0, 


= —3+/9+16 —3+5 
4 > 


Či *==2 X =l2 


4 
Taigi pradinės lygties šaknų aibė yra tokia: [-2;— l; 1; 1/2}. 


2.14 š i T 
UžDUOTIS Išspręskite lygtį: 
15x5 +34x* +15x* —15x* — 34x —15 =0. 


2.14 
SPRENDIMAS 


Visai nesunku atspėti vieną šaknį x, = I ir padalyti: 


155 1345" 41517 —15x° —34x—15 |+—1 


1557 —15x* 15x* +49x* +64x7 +49x +15 
49x* +15x7 
“49x* —49x* 
64x? —15x" 
 64x* — 64x? 
49x? — 34x 
“ 49x" —49x 
l5x—15 
— 15x—15 
~ o 


= ————? 
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Toliau reikia spręsti lygtį: 
15x* +49x* +64x* +49x+15=0, 

kuri „gražių“ šaknų neturi (įsitikinkite!). Lemtingas sprendimo žingsnis — 
pastebėti, kad skaičiai 49 ir 64 išskaidomi į dėmenis 15 ir 34. Kažin ar lengva 
tai pastebėti, atkreipti į tai dėmesį, numatyti, kad ši smulkmena yra sprendi- 
mo raktas? Tiesa, šių keturių skaičių „giminystę“ galėjote pastebėti dalyda- 
mi daugianarį, bet vis tik šis sprendimo būdas - ne universalus, ne algorit- 
minis, todėl tikriausiai nedaugeliui patiks... 

15x* +15x7 +34x° +15x7 +15x7 +34x° +15x +34x +15=0, 

x? (15x? +34x +15) + x(15x? +34x +15)+ (15x? +34x +15)=0, 


asr +34x +15)(x? +x+1) =0. 


Antrasis kvadratinis trinaris realiųjų šaknų neturi (įsitikinkite!), o iš pir- 
5 
mojo gauname x, = E X, = -Ž. 
Kas žino, kad lygtis 
15x* +49x* +64x* +49x+15=0 
yra sangrąžinė (vienodai nuo „galų“ nutolę koeficientai yra vienodi), gali ją 
spręsti kitaip. 
Padalijame lygtį iš x ir sugrupuojame narius: 


15x? +49x+644224 2 =0, 
X X 


15 


x +4j48 
y 


1 
x+ L +64=0. 
X 
0 l ; ——- Bu geoi RE 
Pažymime x+— =t. Taip darysite tik tuo atveju, jei žinosite, būsite bent 
x 


1 


x1+—- 
x 


kartą matę tokį ryšį: 1 | 
— 2, 


x += 
X 


Jis lengvai matomas iš dešinės į kairę, bet nelengvai — iš kairės į dešinę. 
Gauname tokią lygtį: 


I5(f —2)+49:+64=0, 
15t +49t +34=0, 


t =—-L t =—. 
15 
Dabar lengvai išsprendžiame lygtis 
l 1 
x+—=-1 bei LS ir 
x x 15 


gauname tą patį atsakymą, kurį buvome gavę kitu būdu. 


ZII 
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Gindamas širdies damos garbę Evaristas Galua (Evariste Ga- 
lois, 1811 — 1832) žuvo dvikovoje, turėdamas tik 21 metus, bet laikomas ma- 
tematikos genijumi. Jo darbai 1993 metais Andrew Wilesui padėjo įrodyti 
teoremą, kurią Pjeras Ferma (Pierre Fermat) suformulavo maždaug 1637 me- 
tais: nėra tokių sveikųjų skaičių x, y, z, kad lygtis x” + y" = Z” būtų teisin- 
ga, kai n didesnis už 2. 

Be kitų darbų, E. Galua žinomas kaip penktojo laipsnio lygčių (kvintinių 
lygčių) tyrinėtojas. 


Zu n eam e 
dida dica dica dica dica dida dida G 


(OC) )oe00e06000608 


Šeimoje buvo daug vaikų. Septyni vaikai mėgo obuolius, šeši — morkas, penki — 
žirnius. Keturi vaikai mėgo ir obuolius, ir morkas, trys — obuolius ir žirnius, du 
— morkas ir žirnius, o vienas mėgo ir obuolius, ir morkas, ir žirnius. 

Kiek vaikų buvo šeimoje? 

Išspręskime. 


Zonoje prie vieneto padėkime tašką — 
AN jis reiškia tą vieną vaiką, kuris viską 
AN mėgo. Tada prie dvejeto reikia vieno 
S taško, prie trejeto — dviejų ir prie ket- 
verto - trijų. 

Suskaičiavę taškus, matome, kad dar 
buvo po vieną vaiką, kurie mėgo tik 
obuolius, tik morkas arba tik žirnius. 
Padėję po tašką prie 5, 6 ir 7, su- 
skaičiuojame visus taškus — šeimoje 
buvo ne mažiau kaip 10 vaikų (galėjo 
būti tokių, kurie mėgo tik saldai- 
nius...). 


= 
2 
5 


ojo 
< 
3 
. 
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Žalvario (vario ir cinko lydinio) žvakidėje, kurios 2.15 
masė 2 kg, yra 25% cinko. Kiek cinko reikia pridėti, WŽDUOTIS 
kad su priedu išlydytos žvakidės lydinyje būtų 30% 


cinko? 2.15 
SPRENDIMAS 


Pridedamo cinko kiekį pažymėkime x kg. Turėtoje žvakidėje buvo 
(0,75-2) kg vario, o po žvakidės išlydymo su cinko priedu gautame lydiny- 
je yra (2 + x)-0,7 kg vario. Akivaizdu, kad vario kiekis nepasikeitė: 


0,75-2=(2 + x)-0,7; 


Taigi reikia pridėti apie 0,14 kg cinko. 


Keliais procentais sumažės skritulio plotas, jei skri- B 


tulio spindulį sutrumpinsime 20 procentų? 
2.16 


Skritulio plotas yra S =r: R". O 2096 sumažinto skritulio plotas yra 
S = 1-(0,8- RY. Ploto sumažinimas procentais yra 
(rR? -7(0,8- R) )-100 


P-——z>7——=[-(08))-100=363. 


Keliais procentais reikia pailginti skritulio spindu- MA 


lį, kad skritulio plotas padidėtų 44 procentais? 
2.17 


Prireiks skritulio ploto formulės S = 7- R" ir proporcijos taisyklės. Tarki- 
me, kad pailgintas spindulys yra x. 


100% - rm- R? 


144% - mx 
Prisimenate, lygybė gaunama sudauginant „įstrižainių“ narius: 
T-x'-100=7-R*-144, 
x" =1,44-R", 
w= 2R: 


me o 
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Taigi spindulį reikia pailginti 20%. Jei nesupratote, kad daugiklis 1,2 reiškia 
spindulio pailginimą 20%, dar kartą sudarykite proporciją: 


R — 100% 

L2R - y% 
R-y=1,2-R-100, 
y=120. 


Taigi spindulys sudaro 120% buvusio spindulio. 
Nepamirškite, kad proporcijos schemoje procentai turi būti vienoje pusėje 
(nesvarbu kurioje), o juos atitinkančios reikšmės — kitoje. 


Po atlyginimo padidinimo darbuotojas vietoj 960 litų ga- 
UZDUOTIS/ vo 1161 litą ir 60 centų. Keliais procentais padidintas at- 


uo » 
218 lyginimas? 
SPRENDIMAS 


Pritaikome proporcijos taisyklę: 
100% - 960 
x% — 1161,60 
Aa 1161,60-100 _ 
960 
Vadinasi, atlyginimas padidintas 21%. 


121. 


2.19 . .. o . M . , Ki 
Pirmoji knyga 50% brangesnė už antrąją. Kiek procentų 


antroji knyga pigesnė už pirmąją? 
2.19 
SPRENDIMAS 


Tarkime, kad antrosios knygos kaina yra A. Vadinasi, pirmosios knygos 
kaina yra 1,5- A. 
Sudarome proporcijos schemą: 


L5A - 100% 
A - x% 
T A 

1,5 3 


1 
Antroji knyga pigesnė už pirmąją a procento. Keista, ar ne? 


7— 
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Turime du geležies ir nikelio lydinius: 6 kg ir 8 kg. Jei 
abu gabalus sulydytume į vieną, gautume liejinį su 25% nikelio. 
Jei sulydytume visą pirmąjį gabalą ir 6 kg antrojo, tai gautume 
liejinį su K% nikelio. 

Kiek kilogramų nikelio yra antrajame gabale? 


Tarkime, kad pirmame gabale yra x kg nikelio, o antrame - y 


6 
kg. Iš antrojo gabalo atpjovus 6 kg dalį, joje bus [£y kg 
nikelio. 
Sudarome lygčių sistemą: 
A x+ — pirmasis liejinys; 
100 y p jiNys, 
12. K 3 S uud; 
——— =x +y - antrasis liejinys. 
100 4 
Išsprendę šią paprastą sistemą (iš pirmos lygties atimkite antrąją), gauname: 
12 
=14——-K. 
á 25 
Bet tai ne viskas! 
Apskaičiuokime x: 
21 12 
=— 41. 
2- 23 
Iš sąlygos aišku, kad turi būti teisingos tokios nelygybės: 
0<x<6, 
0<y<8. 
Sprendžiame nelygybių sistemą: 
175 275 
ja + “Kap =a ks- 
2 B 8 8 
100 175 
be reg =s 15; 
25 8 6 
Hegela 
8 6 


turi prasmę tik tada, kai K reikšmė yra iš 


Taigi atsakymas j4 = K 


surastojo intervalo. 
O ŽOŽOŽOŽO 107020 LOOL OOOO OLOO OLOO O] 


E 
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Keliaudami po JAV užsukote į piceriją. Matote, kad 10 colių 
skersmens pica parduodama už penkis dolerius, bet padavėjas atkakliai jums 
siūlo 14 colių picą už 8,8 dolerio, teigdamas, kad šioms picoms taikoma dide- 
lė nuolaida. Kokia iš tiesų nuolaida (procentais) taikoma? 


SPRENDIMAS Kiek turėtų kainuoti 14 colių pica be nuolaidos? Sudarome 
proporcijos schemą: 


45 - $5 

T = A 

ks 66 
25 


Taigi didelė pica turėtų kainuoti 9,8 dolerio, o kainuoja tik 8,8 dolerio. Skai- 
čiuojame nuolaidos procentus: 


$9,8 — 100% 
$8,8 — x 


Vadinasi, nuolaida - daugiau nei 10%. Apsimoka valgyti didelę picą! 


OT TTT TT TT TTT TTT T TTT TT TIT T TI 


Turime 5 ir 9 litrų talpos indus. Kaip jais pasemti lygiai 3 litrus 
vandens? 


Prisemiame pilną antrąjį indą, iš jo pripilame pilną pirmąjį 
SPRENDIMAS) . ai Aaa šos P ais S ; 
indą, vandenį iš pirmojo indo išpilame ir į pirmąjį indą supi- 


lame antrajame inde likusius 4 litrus vandens. 
Prisemiame pilną antrąjį indą, iš jo nupilame 1 litrą, užpildydami pirmąjį 
indą. Vandenį iš pirmojo indo išpilame ir į pirmąjį iš antrojo perpilame 5 
litrus vandens. Antrajame inde lieka 3 litrai vandens. 


L5555555555i 


Op eee 
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Nubrėžkite grafiką: ||x|+ ||»|- 3|- 3|= 1. > 
SPRENDIMAS 


Modulio (absoliutinio didumo) ženklus panaikinsime pasinaudodami vie- 
nintele formule (už idėją dėkoju dr. doc. Romualdui Markauskui): 


Čia * — bet koks kintamasis, reiškinys, skaičius - bet kas! Moksleivius klai- 
dina panaši formulė, kai vietoj * yra x. Susidaro įspūdis, kad visada reikia 
tikrinti, ar x yra neneigiamas (teigiamas). Ne, reikia žiūrėti, koks to („kuris 
gyvena upelyje“ — anot animacinio filmuko) reiškinio, kuris yra „įrėmintas“ 
moduliu, ženklas. 

Taigi pradedame nagrinėti duotą funkciją. 


l. x>0,y>0; 
x +|y-3-3|=1. 
LL, x>0, y>3; 
|x +y-3-3|=1, 
|x+y-6=1. 
1.1.1. x>0, y>3, x4+y-670; 

x+y—6=1, 
x+y=7. 


Raskime tą sritį koordinačių plokštumoje, kurioje teks brėžti grafiką 
X;+y= 7. Nelygybių sistemai 

x>0, 

y 23, 

x+yZ6. 

grafiškai spręsti tinka toks būdas: 

1) nelygybę paverčiame lygybe ir nubrėžiame ją atitinkančią liniją; 

2) pasirenkame bet kurį tašką (geriau su patogiomis koordinatėmis) plokš- 
tumoje ir patikriname, ar to taško koordinatės tinka duotai nelygybei. Jei 
tinka, tai tinka ir visi kiti taškai, esantys toje pačioje iš nelygybės gautos 
linijos pusėje. Jei netinka, tai nelygybei tinkantys taškai yra kitoje linijos 
pusėje. 

Pavadinkime tai pavienio taško metodu. Jį nesunku pritaikyti ir nelygy- 

bėms trimatėje erdvėje spręsti. 


Žž 
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X g / ; Pažymėję (užbrūkšniavę) 
Laja 2 "kiekvienos nelygybės 
1 a sprendinį (sritį plokštu- 
z  moje), matome visos sis- 
temos sprendinį — visais 
trimis būdais užbrūkš- 
niuotą sritį. Išvenkite bū- 
LT] r dingos klaidos - brūkš- 
HH niuojant negalima „susto- 
ZZ ti“ ties koordinačių ašimi, 
jei ji nėra iš nelygybės 
zA gauta linija (šiuo atveju 
x=0 (y ašis) gauta iš 
pirmosios nelygybės). 
3 6 XZ x Sistemos sprendinio zo- 
A noje nubrėžiame tiesės 
x+y =/7 atkarpą. Tai ku- 
riamo grafiko pirmoji da- 
lis. 
1.1.2. x20, y>3, x+y-6<0); 
-(x+y-6)=l, x+y=5. 
1.2. x>0, y<3: antroji nelygybė neprieštarauja ankstesnės šakos (1) 
nelygybei y > 0, todėl nagrinėjame sritį x > 0, 0< y< 3: 


x+(-(7-3))-3=L 


|x-y|=1. 
1.2.1. x>0, 0<y<3, x—y?0; 
x-y=l. 
D 4 
S 
S 
= 3 = 
lie SS 
||| | Į N KJ 
UH 
LSS x 
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1.2.2. x>0, 0<y<3, x—y<0; 
-(x-y)=1, 
x-y=-l. 
2. x>0, y<0; 
lx+|-y-3|-3|=1. 
214. x>=0, y<0 -y-320; 
xZ20, y<-3; 


|x-y-3-3|=| 

|x—y-6|=1. 

2.1.1. x>0, y<-3, x—y-6720; 
x-y=7. 

2.1.2. x>0, y<-3, x-—y-6< 0; 
—(x—y-6)=1, 
x-y=5. 


Toliau nagrinėkite patys... 


Įvertinę 1.1.1, 1.1.2, ..., 4.2.2 poskyriuose gautas nelygybių sistemas ir tiesių 
lygtis, gausime tokį įdomų grafiką (tinka padovanoti Kovo 8-osios proga): 


Žinoma, yra ir kitų būdų panašiems grafi- 
kams braižyti (pavyzdžiui, pritaikant veid- 
rodinio atspindžio principą), tačiau kažin 
ar yra patikimesnių: taikome vienintelę mo- 
dulio formulę, nuosekliai nagrinėjame ne- 
lygybes ir lygtis. 

Nubraižius tokį keistą grafiką, pravartu 
vieną kitą tašką patikrinti tiesiogiai. 
Pavyzdžiui, (1;—2) turėtų tikti: 


|||-+||-2|-3|-3|=1, 
|1+1-3|=I, 
1=1. 


Tinka! 


= —7—2 
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2.21 
Išspręskite nelygybę: |2x + 5| — I3x — 4 <2x-4. 


2.21 
SPRENDIMAS 


Galima spręsti naudojant modulio formulę (žr. 2.20 užd.) ir sudarant nely- 
gybių sistemas (taip ir darykite, jei nemėgstate įvairovės...), bet sutaupysime 
pasirinkę kitą kelią. 
Su modulio ženklais yra dvinariai, kurių šaknys x, -Ž if Xi= E padalija 
visą skaičių aibę į tris intervalus: 

I II III x 


Pirmame intervale abu dvinariai yra neigiami, antrame — pirmasis teigia- 
mas, antrasis neigiamas, o trečiame - abu teigiami. Nesunku apibendrinti, 
jei būtų daugiau dvinarių su moduliais: šaknis yra riba tarp intervalo, ku- 
riame atitinkamas dvinaris yra neigiamas ir intervalo, kuriame jis teigiamas. 
Sudarome ir išsprendžiame tris nelygybių sistemas: 


22 [[x<-—5/2, 
-(2x +5)+(3x—4)<2x-— 4; L 
—5/2 < x < 4/3, —5/2 < x < 4/3, 
E 4 Bs 


Pasi L 


2x+5-(3x—4)<2x—4. x >13/3. 


Kiekvienos sistemos srpendinį pavaizduokime grafiškai ir užrašykime atsa- 
kymą prisimindami, kad tarp sistemų yra jungtis „arba“. 


—2 


-5 -5⁄2 X 


x € |-5;-5/3]u [13/3;+-00). 


EE, — —— 
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ia EEE M as „2.22 
Nubrėžkite grafiką: y=|x 2x 3. UŽDUOTIS 
2.22 
SPRENDIMAS 


Modulio ženklas neigiamas reikšmes pa- 

verčia teigiamomis, todėl nubrėžkime 
y=x:-2x—3 

grafiką ir tą jo dalį, kuri yra žemiau x 

ašies, „apverskime“ (simetriškai pavaiz- 

duokime) į viršų: 


i l 2.23 
Nubrėžkite grafiką: y=—2x +4x+1. 


? 2.23 
Randame lygties —2x° 4+4x +1=0 šaknis: 
2x? —4x—1=0, 
"4+Ji6+8 4+2/6 2+46 
i 4 4 27 
2+46 2-6 
X = „ X,= š 
2w 2 


E E ; tti 2 6+2-+6 
Randame parabolės viršūnės koordinatę: x, = L = LC = 
Jei jau mokate išvestines, viršūnės koordinatę galite rasti neskaičiuodami 


šaknų: 


1. 


y'=—4x +4, 
—4x +4=0, 
X, =: 
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Viršūnės koordinatė y, = —2-1+4-141=3. Braižant parabolę viršūnė - svar- 
biausia! 

Koeficientas prie X“ neigiamas, todėl parabolės šakos eina žemyn. Užfiksuo- 
kime dar vieną tašką x, =0, y, =1 (iš duotosios lygties) — galėsime padėti ir 
jam simetrišką tašką X, = 2, y, =1 (parabolės simetrijos ašies atžvilgiu). 
Šių penkių taškų visiškai pakanka grafikui nubrėžti. 


II būdas 

Funkciją pertvarkykime taip: 

y=-217+4x+1=-2(x7 —2x)+1=-2(x" —-2x+1-1)+1=-2(x—1) +3. 
Grafiką nubrėšime pritaikydami pagrindinio grafiko f (x)= x“ transforma- 


cijas. Tegu c > 0 - bet kokia konstanta. 


1. „Traukinys“: y= f(x +c) - grafikas y = f(x) „vežamas“ į kairę, o jei 
y= f(x-—c) -į dešinę atstumu c. 

2. „Liftas“: y= f(x)+c - grafikas y= f(x) keliamas į viršų, arba kai 
y= f(x)-c - leidžiamas žemyn atstumu c. 

3. „Armonika“: y= f(c-x) - grafikas y = f(x) horizontaliai suspaudžia- 
mas (c > I) arba ištempiamas (c < 1) c kartų. 


i I 4. „Spyruoklė“: y=c- f(x) - grafikas 
4 i y=f(x) vertikaliai suspaudžiamas 
| I (c<1) arba ištempiamas (c>1) c 
1 eisi E 3 
3 I kartų. Taškai x ašyje išlieka savo vie- 


l 


tose. 

5. „Veidrodis“: y=-f(x) - grafikas 
y= f(x) simetriškai „atspindimas“ 
x ašies atžvilgiu. 


Šiuo atveju prireiks keturių transforma- 


N 


cijų: grafiką y =x? pastumsime į deši- 
nę per vienetą („traukinys“), dukart iš- 
tempsime vertikaliai („spyruoklė“), ap- 
suksime apie x ašį („veidrodis“) ir pa- 
kelsime per 3 į viršų („liftas“). 


ša a 
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Pirminiai skaičiai yra naudingi kodams užrašyti, ir Amerikoje jie laikomi kari- 
niais duomenimis, ir jeigu surandi pirminį skaičių iš daugiau nei 100 skaitmenų, 


turi pranešti CŽV, ir jie nuperka jį iš tavęs už 10 000 dolerių. Bet nepasakytum, 
kad tai labai geras būdas užsidirbti pragyvenimui. 


Mark Haddon. „Tas keistas nutikimas šuniui naktį“, „Tyto alba“, 2004. 
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2 2 2.24 
Išspręskite nelygybę: Sis 1. WŽDUOTIS 


xX +3x42 
2.24 
SPRENDIMAS 


Dažniausiai nelygybę verta pertvarkyti taip, kad dešinėje nelygybės pusėje 
būtų nulis: 


x 42-41 31-20 
x*'+3x42 27 
—6X 
=— = 
(x+1)(x+2)" 


-2 


Atsakymas: (—-00;—2) U (- l; 0]. 
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Apibendrinimas - intervalų metodas 


Išspręsime dar tris panašius uždavinius ir jūs labai pamėgsite patogų, pa- 
prastą nelygybių sprendimo būdą. 

Teiginius, kurie tinka ne tik šiems, bet ir daugeliui kitų uždavinių, sunume- 
ruosime — taip lengviau juos įsiminsite ir patikėsite, kad metodas labai pa- 
prastas. 


.2 = Ža 
Išspręskite nelygybę: END 20 
SPRENDIMAS 


Iš vardiklio daugiklio (5 — x) iškeliame minuso ženklą ir jį panaikiname, 
pakeisdami nelygybės ženklą: 


(x—1)(x +2)(x—3) 
(x+4)(x-5) 


. Nelygybės dešinėje pusėje turi būti 0. 

2. Visi skaitiklio ir vardiklio daugikliai turi būti tokio pavidalo: (x— x) 
čia x, - bet koks skaičius (teigiamas arba neigiamas, gali būti nulis). 

3. Tvarkant reiškinį prieš bet kurį daugiklį atsiradusį minuso ženklą lengva 

panaikinti pakeičiant nelygybės ženklą priešingu. 
Nelygybė parengta baigiamajam veiksmui. Skaičių ašyje atidedame visų 
daugiklių šaknis. 

. Ašyje pažymint šaknis nebūtina laikytis mastelio. 

5. Pradėdami iš dešinės virš ašies (užsimokite kaip šienaudami dalgiu!), brė- 
žiame liniją, kuri kerta ašį ties kiekviena pažymėta šaknimi: per pirmąją 
iš dešinės šaknį - žemyn, per antrąją - aukštyn, per trečiąją - žemyn ir 
t.t. 

6. Šaknis, kurios gautos iš vardiklio daugiklių, pažymime kaip „neliečia- 
mas“ (pavyzdžiui, ratuku). Taip pažymime visas šaknis, jei nelygybės 
ženklas griežtas (be lygybės). 

Iš gauto brėžinio atsakymas — kaip ant delno! 


EF 4 -2 1 3 5-2 


x €(-00;—4)U|-2;1]U|[3; 5). 


<0. 


m 


= 


a 


2. ALGEBROS PRADMENYS ) 


i ; (2x —3)- x? -(4— x)” „2.26 
Išspręskite nelygybę: ———————— < 0. UWŽDUOTIS 
(x—6) (x? +4x+6) 
SPRENDIMAS 


Iš daugiklio (2x —3)iškeliame 2 ir visą nelygybę iš šio skaičiaus suprastina- 
me, t.y. dvejeto tiesiog neberašome. Kaip patogu! 
1. Iš reiškinio išbraukiami visi daugikliai, kurie neturi realiųjų šaknų. 
Toks šiuo atveju yra daugiklis L +4x+ 6). l 
2. Visi dvinariai (trinariai, daugianariai), kurie yra pakelti bet kokiu nelygi- 
niu laipsniu, nelygybėje paliekami pirmuoju laipsniu. Bet kuris lyginis 
laipsnis keičiamas kvadratu. 
Taigi (4— Jy pakeičiame į (4— x), o (x- 6) -i (x—6). 
Iš (4 - X), iškėlę minusą, gauname: 
(x—3/2)-x*-(x—4) 
x-6 
9. Kvadratu pakeltų daugiklių šaknis skaičių ašyje atidedame du kartus („taš- 
kas prie taško“). 
Iš tiesų juk galėtume parašyti ir taip: 
x =(x-0)-(x—0). 


Pasirengėme užrašyti atsakymą. 


>0. 


x€|0JU[3/2;4|U(6;+-00). 


(x —4x+ 3) (x? +4) 2.27 
Išspręskite nelygybę: —————————————- 20. UZDUOTIS 


(4x— x*)-(x+3) 


NOEN B 
Po išskaidymo ir suprastinimo lieka tokia nelygybė: 


(5-1) (x-3) 
rede 


Nubraižome schemą ir užrašome atsakymą. 


( 2. ALGEBROS PRADMENYS 


Kambarių skaičius vaiduoklių viešbutyje yra begalinis. Viešbutis labai 
mėgstamas, todėl paprastai visi kambariai būna užimti. Nepaisant 
to, jei atvysta naujas svečias, jis būtinai apgyvendinamas: viešbučio 
šeimininkas paprašo pirmojo kambario gyventojo persikelti į antrąjį kambarį, 
antrojo — į trečiąjį ir t.t., o atvykėlis apgyvendinamas pirmajame kambaryje. 
Ir štai Joninių naktį atskrido begalybė raganų. Kaip jas apgyvendinti? 

Labai paprasta: gyventojas iš pirmojo kambario persikelia į antrąjį, antrojo 
kambario gyventojas prieš tai jau buvo persikėlęs į ketvirtąjį, trečiojo — į šeštąjį 
ir t.t. Po persikėlimo visi kambariai su nelyginiais numeriais liko tušti, o 
nelyginių skaičių yra begalybė, todėl visos raganos buvo apgyvendintos. 
Begalybė yra begalybė begalybių ! 


2.28 š : k 2 al 
UŽDUOTIS Išspręskite nelygybę: |x 1| 2x <0. 
2.28 
SPRENDIMAS, 


*, * > 0, 
Pasinaudosime modulio formule (žr. 2.20 užd.) |+|= | 2 ish ir inter- 
valų metodu (žr. 2.23 užd.). S i 


x? —1>0, 
Pas 

7 —1<0, 

Ė 24 


(x-1)-(x+1)>0, 
(x- (1+v2))-(x-(1 -v2))<0; 
(x-1)-(x+1)<0, 


(+-[-1-v2))-(+-[-1+42))>0. 


Nubraižome kiekvienos nelygybės sprendimo intervalų metodu schemą ir 
užrašome atsakymą prisimindami, kad sistemoje tarp nelygybių yra jungtis 
„ir“ (tinka tiek tie intervalai, kurie tinka ir vienai, ir kitai nelygybei), o tarp 
sistemų yra jungtis „arba“ (tinka intervalai, kurie gaunami iš vienos arba iš 
kitos sitemos). 

Nepamirškite, kad skaičiai ašyse atidedami nesilaikant mastelio, bet būtina 
laikytis jų išdėstymo tvarkos ir „sinchroniškumo“ tarp ašių. 


Se — — —— 


2. ALGEBROS PRADMENYS ) 


+ + 


ŽŽ 


Iš pirmos sistemos gauname X € |i; 1+ V2), o iš antros - x € (- 1+ „/2: 1). 
Sudėję šiuos intervalus gauname atsakymą: x € (v2 -NE i); 


2 
T As k <0, / „2.29 
x : i 2 x" —7x412 UZDUOTIS 
Išspręskite nelygybių sistemą: 


x*—7x+10 
SE S : z 0. 
Išskaidome visus kvadratinius trinarius: SPRENDIMAS 
(x- 3) (x +2) 
(x-4) (x-3) i 
(x-5) (x-2) 


Sprendžiame sistemą intervalų metodu. Pastebėkime, kad visai nebūtina pra- 
stinti vienodų daugiklių, svarbu nepamiršti kiekvieną šaknį ašyje pažymėti 
tiek kartų, kiek daugiklių ji „sukuria“: 


Tarp ašyse pažymėtų aibių galioja jungtis „ir“: 


xE(—2; 2)U(2; 3)U(3; 4). 
= — 22) 


2. ALGEBROS PRADMENYS 


Pasiūlyk savo draugui sužaisti tokį žaidimą. Tu pasakai bet 
kokį natūralųjį skaičių nuo 1 iki 10. Draugas mintyse prie jo prideda skaičių 
nuo 1 iki 10 ir pasako sumą. Prie jos tu pridedi kokį nori skaičių nuo 1 iki 10 
ir pasakai sumą. Laimi tas, kuris pasako 100. Kaip reikia žaisti, kad laimė- 
tum? 


Jei abu žaidėjai žino laimėjimo būdą, laimi tas, kuris pradeda 
pasakydamas „vienas“. Taigi įdomu žaisti tik tada, kai bent 
vienas žaidėjas laimėjimo algoritmo nežino. 
Tarkime, baigiantis žaidimui tu pasakai 89. Partneris laimėti nebegali, nes, 
kokį skaičių jis bepridėtų, kitu ėjimu tu galėsi pasakyti 100. 
Tam, kad tu tikrai galėtum pasakyti 89, prieš tai turi pasakyti 78. Tęsdamas 
toliau (tiksliau — atgal) rastum, kad pergalingoji seka yra tokia: 
1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 100. 
Ją labai lengva įsiminti (pirmasis skaitmuo vienetu mažesnis už antrąjį), 
todėl, jei partneris sprendimo nežino, žaidimo pradžioje rinkis atsitiktinius 
skaičius, pradėk pats ir leisk jam pradėti, - galėsi sužaisti kelis kartus, kol 
partneris perpras gudrybę. 


"E Tr ŽŽ 
S Vienoje Korano eilutėje [ALA In > 
Bism Allah arRahman arRahim 
(Vardan Dievo, gailestingiausiojo ir maloningiausiojo) 


esantys žodžiai visame Korane pasikartoja: 
Bism (vardan) 19 - kartų; 
Allah (dievas) 2698 = 19 x 142 - kartus; 
arRahim (maloningiausias) 57 = 19 x 3 - kartus; 
Apskritai Korane skaičius 19, matyt, turi išskirtinę prasmę. 


3. PROGRESIJOS 


Piramidė sumūryta iš akmens luitų, ją sudaro 17 3.1 
sluoksnių, kurių kiekviename yra penkiais luitais 
daugiau negu ankstesniame sluoksnyje. Piramidės 

viršūnėje yra trys luitai. Kiek iš viso luitų prireikė 


piramidei pastatyti? 
Luitų suma S, yra tokia: = 


S,=3+8+13+...+4,, 
čia A yra luitų skaičius apatiniame sluoksnyje. Sumos dėmenys sudaro 
aritmetinę progresiją, todėl prireiks n-tojo nario ir progresijos n narių su- 
mos formulių: 

a, =a +(n-1)-d, 

§ = aP y, 
` 2 
Siuo atveju d=5, todėl 

a, =3+ (17 —1)-5 = 83; 

Si -1HE ni, 


Taigi piramidę sudaro 731 luitas. 


| S E „o 3.2 
S kad pirmųjų n nelyginių skaičių suma 


3.2 
l būdas SPRENDIMAS, 


Pritaikykime aritmetinės progresijos narių sumos formulę, nes juk nelygi- 
niai skaičiai sudaro aritmetinę progresiją (d = 2): 


S, =1+3+5+...+(2n—1); 


5, =f Le "N; 
2 
_1+(2n—1) 
i. Ola p > 
S =n 


( 3. PROGRESIJOS 


II būdas 
Pritaikykime matematinę indukciją. Akivaizdu, kad 

1+3=4=2'. 
Tarkime, kad teiginys teisingas n narių sumai: 

1+3+5+..+(21-1)= 
Įrodome, kad teiginys teisingas, kai yra (n +1) narių. Tuo atveju paskutinis 
sumos dėmuo yra (2n+1). Prie abiejų ankstesnės lygybės pusių pridėję 
(2n +1), gauname: 


1+3+..4+(21—1)+(2n+1)=n7* +(2n+1), 


1+3+...+(2n+1)=(n+1ř. 
Įrodyta. 


Žmogus kiekvienų metų pabaigoje į banką padeda po 1000 
UžDUOTIS litų. Bankas už indėlį moka 6% metinių palūkanų (už 


sukauptas palūkanas priemoka neskaičiuojama). Kiek pi- 


3.3 nigų žmogus sukaups senatvei, jei taupys 30 metų? 


Aišku, kad po 30 metų žmogus galės atsiimti bankui duotus 30000 litų. Skai- 
čiuojame palūkanas: po pirmųjų metų bus priskaičiuota 60 litų, po antrųjų 
— 120 litų (už tais metais banke laikytą 2000 litų sumą) ir t.t. 
Palūkanos kaupsis 29 metus (pirmojo indėlio padėjimo metais palūkanų ne- 
bus), todėl 

Sa =60+120 +180 +... 
Iš 3.1 užduotyje užrašytų a, ir S, formulių galima pasidaryti tokią formulę: 


S, „is TU 


Š: „Be, 29 = 26100. 


Vadinasi, 


Neblogai - palūkanų susikaups beveik tiek pat, kiek taupytojas padės pini- 
gų! Senatvei žmogus turės 56100 litų. Apie riziką ir infliaciją nekalbėkime... 


3.4 . ss .. 2 + - + 
Aritmetinės progresijos 4 asis narys yra 215, o 44-asis 


narys yra 55. Raskite pirmųjų dvidešimties narių sumą. 
3.4 
SPRENDIMAS 


Pirmiausia rasime progresijos skirtumą d. Galima tiesiog suskaičiuoti, kiek 
yra žingsnių nuo 4-ojo iki 44-ojo nario, bet galima ir formalizuoti: 


r — — 


3. PROGRESIJOS ) 


a, =4, +3-d, 215=4, +3-d, 
a, =4, +43-d; 55=a4, +43-d; 
Iš pirmos lygties atėmę antrąją, gauname: 
160 = —40-d, 
d=—4. 


Dabar iš sistemos pirmosios lygties randame a, : 
a = 215 +3-4= 227. 
Apskaičiuojame S, panaudodami 3.3 užduotyje užrašytą formulę: 


 2-227+19-(-4) 


Sa -20 = 3780. 


l | S rasos k 3.5 
Sudarykite septynių narių aritmetinę progresiją, 


jeigu pirmasis narys yra 3, o paskutinis - 51. 
3.5 
SPRENDIMAS 


Iš formulės a,=a, +(n—1)-d randame: 
d= 51-3 


6 
Progresija yra tokia: 3, 11, 19, 27, 35, 43, 51. 


36 
Apskaičiuokite visų nelyginių dviženklių skaičių, 


kurie dalijasi iš 3, sumą. 


EM 
BA à e ; ; SPRENDIMAS, 
Skaičius, kuriuos reikia susumuoti, seka yra tokia: 


15, 21,27,33; 99. 
Šie skaičiai sudaro aritmetinę progresiją (d = 6). Dėmenų skaičių n lengvai 
randame, panaudodami formulę: 

a,=4 +(n-1)-d, 

99 =15+(n—1)-6, 


n=15. 
Dabar skaičiuojame sumą Ś;; : 
= ės, 


——— 232 


3. PROGRESIJOS 


37 Natūralieji skaičiai surašyti taip: 
UŽDUOTIS/ 1 


2 3 

4 5 6 

7 8 9 10 
11 12 13 14 15 
16... 


3.7 
SPRENDIMAS 


Akivaizdu, kad kiekvienos eilutės skaičiai sudaro aritmetinę progresiją (d = I) 
ir reikia susumuoti tik tiek progresijos narių, koks yra eilutės numeris. Svar- 
biausia - nuo kokio skaičiaus pradėti. 
Pastebėkime, kad n-tosios eilutės pirmasis skaičius p, yra vienetu didesnis 
už skaičių sumą iki n-tojo skaičiaus: 

p,=1+21+3+..+(n-—1)+1. 
Bet juk tai aritmetinės progresijos narių suma! 


1+(n-1) 
j 2 
Dabar skaičiuojame n-tosios eilutės skaičių sumą: 


Apskaičiuokite n-tosios eilutės skaičių sumą. 


(ni i, 


= 5 LŽ 2 
s,- BB AnOŲ „Elis „L, 


2 
Pavyzdžiui, kai n = 5,tai $; = L 5= 65. Sudėkite penktosios eilutės skai- 


čius — suma tikrai yra 65. 


Pasigrožėkite vienu iš matematinių įrodymų perlų - gausime 
geometrinės progresijos S, pirmųjų narių sumos formulę. 

Užrašome sumą S,, antrą kartą užrašome tą lygybę, abi jos puses padaugi- 
nę iš progresijos vardiklio g ir iš pirmosios lygybės atimame antrąją: 


JA S, =b +b :q +b: +..+b q"; 
qS, =b q +b +b +...+b,q"; 


S, =48, =b -bą". 


CT 


3. PROGRESIJOS ) 


Matote - jokių daugtaškių! Toliau viskas paprasta: 


AU) 

n 1-4 . 
Jei lg|< L, tai S= lim S, = lim b bq > b, | 
me T predeg. Tegi Tag 


Tai nykstamosios geometrinės progresijos sumos formulė —- visiška mistika: 
nors sumuoji, sumuoji ir sumuoji (iki begalybės), gauni tik tiek, kiek ta 
formulė duoda! 


Geometrinės progresijos pirmųjų n narių suma ap- „3.8 
eom progresijos p kz. ų P UŽDUOTIS 
skaičiuojama pagal formulę S, =r -2). Raskite 


progresijos vardiklį q. 3.8 


S= b, -Ž - įrašę į formulę n = 1 gauname „vieno nario sumą“, t.y. pir- 


mąjį progresijos narį. 


3 21 
S, = (37 -2)=—. 
P 3l ) 8 
Kita vertus, S, = b, + b,-4, todėl 
3 21 
=(1+4)=—, q=6. 
st) = 4 


Geometrinės progresijos pirmasis narys lygus 3. Ket- 
virtojo ir septintojo narių suma lygi 18. Raskite tre- UŽDUOTIS 


čiąjį šios progresijos narį. 39 
(a) 


Iš sąlygos b, +b, =18, b, = 3, taigi 
b -q +b, -qf =18, 


q +4 =6; 

ą =t; 

t +t—6=0, 
t.=—3, ER, 

qı =—}}3, p =y 


(3. PROGRESIJOS 
Vadinasi, yra dvi tokios progresijos: 


3 3-33, 4487, —9, 9-33, 045, 27,.. 
3 32, 3Y, 6 62, 6r, 12... 


Atsakymas: b, =3° arba b, =3.2”. 


OOO roccoccccccoce 


Inžinierius sprendžia uždavinį: kiek bus du padauginus iš dviejų? 


2.2=2. 


ieia 
= {taikome nykstamosios geometrinės progresijos sumos formulę} = 


l 1 1l 
TE 


(tikslumo turėtų pakakti imant tik du pirmuosius eilutės narius) = 
| 
=2|1+5-241-3. 


(JC) Joeoee0e00008 


PAD ia keturių geometrinės progresijos narių suma ly- 
UžDUOTIS gi 30, o tolesnių keturių narių suma lygi 480. Raskite pir- 


SET mąjį progresijos narį. 
G — LT T 
b-(1-0°), 


Panaudokime formulę §, = a 


l-q 
b, (1-ą*) 3 
1-4 
(B S) ap 
L-4 


Padaliję pirmąją lygtį iš antrosios gauname: 


1 
T q, =2 q} =-2. 


œa 


3. PROGRESIJOS 


Kai g = 2, iš pirmos lygties gauname b,=2, o kai g = —2, gauname 
b =-—6 
Taigi progresija yra tokia: 2, 4, 8, 16, 32, ... arba tokia: — 6, 12, - 24, 48, — 96,... 


Guminis kamuolys paleistas kristi iš 40 metrų aukš- 
čio. Kaskart atšokęs nuo grindinio, kamuolys paky- WŽDUOTIS 
la į 3/4 to aukščio, iš kurio krito. Raskite visą ka- 
muolio šokinėjimo iki nukrintant kelią. 


3.11 
SPRENDIMAS 


Ieškomasis kelias S gaunamas kaip nykstamosios geometrinės progresijos 
narių suma: 


2 
s=40+2404|2) Ai iš, 
4 4 3 


j eS 
4 


Ar galite patikėti, kad tas kelias yra net 160 metrų? Čia, matyt, turi būti 
pritaikyta kitokia teorija. 


Pirmųjų trijų nykstamosios geometrinės progresijos 
narių suma lygi 7, o tų narių sandauga lygi 8. Ras- SEBUOIIŲ 


kite progresijos sumą. 312 
Sudarome lygčių sistemą: 
b+bą+bą' =7, 
| -bą-bą =8; 


b-(1+4+4)=7, 
bè -q =8. 
Iš antrosios lygties b -q4 = 2, b, = 2 todėl 
q 
2 
=. (1+4+4*)=7, 
g 
2q? —54 +2=0, 
q, =1/2, q, =2 (netinka, nes progresija yra nykstamoji). 


Iš pirmos sistemos lygties, kai q = 1/2, gauname b, = 4. Progresijos suma S 
apskaičiuojama pagal formulę 
S= eo tada gausime S = pe e 8. 
1-4 1—1/2 


ZII 


3. PROGRESIJOS 


Automobilis buvo nupirktas už 2500 eurų, o po ketverių 
LoT metų jį pavyko parduoti už 1024 eurų. Po kiek procentų 


automobilio vertės kasmet prarasdavo savininkas? Lai- 


B koma, kad vertė mažėjo tolygiai. 
Gi —— 


Išveskime bendrą vertės kitimo formulę. Tarkime, kad pradinė turto (auto- 
mobilio, namo) vertė yra P ir ji per tam tikrą laiko intervalą (mėnesį, metus) 
pakinta k procentų (k gali būti teigiamas arba neigiamas skaičius), t.y. po to 


laiko intervalo turto vertė tampa P + P. = pP L + 5) Praėjus dar vie- 


nam laiko intervalui, gauname tokią turto vertę: 


2 
P. r + P. dė: PP) . 
100 100) 100 100 100 100 
Akivaizdu, kad turto vertė L po n intervalų yra tokia: 


L= PL 
100 


Dabar lengvai išsprendžiame duotąjį uždavinį: 
4 
1024 = 2500- L + ; 
100 


Ik aig ir tada k = —20. 
100 


Atsakymas: kasmet automobilio vertė sumažėdavo po 20%. 


FOpaLsuouul OOL OLOLOL OLOO OL OLOLLO OL OLOO LOOO] 
„o d Kodėl, pavyzdžiui, progresija (a, =2, d= 3) 2,5,8, 11, 14 vadi- 
nama aritmetine, o progresija (b == 3 g=2) 3, 6, 12, 24, 48 vadinama 
geometrine? 


Pažiūrėkite: 
2414 Sri y 248 4 
2 2 2 


Matote dvi savybes: 

a) vienodai nuo sekos galų nutolusių narių aritmetiniai vidurkiai yra vienodi; 

b) bet kuris aritmetinės progresijos narys yra lygus greta jo esančių narių 
aritmetiniam vidurkiui. 


Ek—— —— 


3. PROGRESIJOS") 
Panašios savybės būdingos geometrinei progresijai: 
3-48=6-24=12'; 
3-12=6“. 
Bet kodėl toks vidurkis „/b, ,-b„,, =b, vadinamas geometriniu? 


Panagrinėkime atstumus stačiajame trikampyje: 
Pažymėkime AD = x, tada DB=c-x. 


A x Pritaikydami Pitagoro teoremą užrašome 
D dvi lygybes ir jas sudedame: 
b s k =@ -(c-xf 
k =b -x 
C z B 2h? =a +b -e +2 x? 


Įvertinę tai, kad a° +b° =c¢?, gauname: 
k =x-x, 
k =x-(c—- x). 
Taigi aukštinės / ilgis lygus atstumų AD ir DB geometriniam vidurkiui („gau- 
tam iš geometrijos“). 
Kadangi A“ +x? =b“, gauname b’ =c-x. 
Dar vienas geometrinis vidurkis! 
Iš pastarosios lygybės ir a* = c° — b’ gauname trečią geometrinį vidurkį: 
a*'=cž-c-x, 
@ =c-(c- x). 


O ŽOŽOŽOŽO2O7OŽ020O7O7020O7O02020707070701070702020) 


Sekos 1, 5, 1, 5, 1, 5, 1, ... n-tąjį narį galima užrašyti taip: 
a,=3+2-(-1). 


Sukurkite dar kelias n-tojo nario formules 


S555555i 


( 3. PROGRESIJOS 
(OC) Joe00000000608 


Du traukiniai tais pačiais bėgiais važiuoja priešpriešiais. Pradinis atstumas 
tarp traukinių yra 200 kilometrų, kiekvieno traukinio greitis — 50 km/h. 

Musė 75 km/h greičiu skraido pirmyn ir atgal nuo vieno traukinio lokomotyvo 
priekinio stiklo iki kito tol, kol traukiniai susiduria ir musẹ sutraiško... 

Kokį atstumą musė nuskrido iki katastrofos? 

Aišku, kad musės nuskrendami atstumai sudaro nykstančią seką, t.y. teoriškai 
musė spėja paliesti stiklus begalę kartų. Tai reiškia, kad atsakymas gauna- 
mas sumuojant skaičių eilutės narius. 

Bet galima uždavinį išspręsti ir kitaip: iki susidūrimo traukiniai važiuoja dvi 
valandas, per tą laiką musė nuskrenda 150 kilometrų. Viskas! 

Kai šį uždavinį papasakojo kompiuterijos korifėjui Johnui Neumannui, jis be- 
matant pasakė atsakymą. 

„Keista, — pasakė pašnekovas, - dauguma imasi sumuoti eilutės narius.“ 
„Kas čia keista? — nesuprato J. Neumannas. — Juk aš taip ir apskaičiavau!“ 


(OC) )eoeoe0e0e000 


4. IRACIONALIOSIOS, 
RODIKLINĖS, 
LOGARITMINĖS | 
LYGTYS IR NELYGYBĖS 


Svarbiausių dalykų santrauka 


Aritmetinė šaknis - neneigiamas skaičius iš neneigiamo skaičiaus (lengva prisi- 
minti, nes skamba panašiai kaip V. Šekspyro „minėk maldoj manąsias nuo- 
dėmes, o nimfa!“). 


Taigi V! —x yra neneigiamas rezultatas su visomis x < 1 reikšmėmis. Įsidė- 
mėkite: pošaknis turi būti neneigiamas, o tada šaknis yra neneigiama. Su- 
prantate skirtumą? Spręsdami uždavinius turime pareikalauti, kad pošaknis 
būtų neneigiamas, ir galime pasinaudoti tuo, kad šaknis yra neneigiama. 
Kam prireikė logaritmų? 


Palyginkite: 
A 2; =4; 2“ =5, 
2 = 2 x=log,5. 
X=2. 


Antruoju atveju skaitome: iksas yra toks laipsnis, kuriuo pakėlę pagrindą 2, 
gauname 5. Kodėl tiesiog nepasakome, koks tas laipsnis? Todėl, kad mintinai 
nežinome, kokiu laipsniu reikia pakelti 2, kad gautume 5. Pirmuoju atveju 
žinojome... 

Taigi log, 5 yra tiesiog to sakinio santrumpa! 

Galima įsidėmėti tokią schemą: 


Annn 
log,b=c => 4 =b. 
—" 


Penkios laipsnių formulės: 
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Trys logaritmavimo taisyklės: 


log(a-b)=loga +logb, nes x" -x" =x"77; 


m 


log £|= loga —logb, nes 2 Ši 
b x 
loga’ = b- loga, nes (x" y i a 


čia logaritmo pagrindas - bet koks leistinas skaičius. 

O koks leistinas? 

Jei log,b=c, taia>0, a=1, b> 0. Taip turi būti, o ne taip yra! Kodėl? To- 
dėl, kad iš logaritmo gauname (ką tik aiškinome!): 


a =p; 


Kodėl a negali būti neigiamas skaičius? Todėl, kad neigiamą skaičių keldami 
laipsniais, gauname ne funkciją, o kažkokį kratinį: tai teigiamą skaičių 
1 

(27 = 4), tai neigiamą skaičių (37) =-27, tai nerealųjį skaičių (-2) | 
Kodėl a negali būti 1? Todėl, kad tada b reikšmė nepriklauso nuo c - tai jau 
visai kita (ne rodiklinė, o tiesinė) funkcija. 
Kodėl b „po logaritmu“ turi būti teigiamas skaičius? Todėl, kad ryšyje a“ = b 
rezultatas b yra teigiamas skaičius! 
Vanduo užlieja ugnį, ugnis išgarina vandenį. Žiūrėkite, kaip tiesioginė ir 
atvirkštinė (rodiklinė ir logaritminė) funkcijos naikina viena kitą: 

q!8a N =N, 


log, a =N 


Labai svarbi logaritmų pagrindo keitimo formulė: 


Sutartinės santrumpos: 

natūralusis logaritmas: lnb = log,b, čia e= 2,7 1828 1828 4590... (Skaičių se- 
koje pabraukta rusų rašytojo Levo Tolstojaus gimimo data. Mistika!) 
dešimtainis logaritmas: lgb = log, b. 


Moksleiviai sako: „Liepė išmokti rodiklines bei logaritmines funkcijas ir dar 
jų grafikus!“. 

Reikia sakyti taip: „Liepė išmokti rodiklines bei logaritmines funkcijas, bet 
laimė, kad parodė jų grafikus“. 


O — — 
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Pažvelkite į šiuos grafikus. Dar kartą vaizdžiai įsitikinkite, kad: 


1) šios funkcijos yra viena kitai atvirkštinės (grafikai simetriški tiesės y = X 
atžvilgiu); 

2)jei a° = b arba log,b=c,tai a>0, a=1, b>0; 

3)jei pagrindas a > 1, tai didesnį argumentą atitinka didesnė funkcijos reikš- 


mė, ojei a<!1, tai didesnio argumento funkcijos reikšmė — mažesnė; tai 
yra svarbiausias rodiklinių bei logaritminių nelygybių sprendimo taisyk- 
lių pagrindas. 
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Išspręskite lygtį: Jx + /x+3=3. 
44 


Perkeliame vieną šaknį į kitą lygties pusę (tai nebūtina, bet „gražiau“), ke- 
liame abi lygties puses kvadratu, užrašome apibrėžimo srities nelygybes: 


x>0, 
x+3>0, x>0, x>0, 
x+3=9-6/x +x; 6J/x = 6; | l. 


4.2 Ş à 2 
Išspręskite lygtį: /x—3—6= Yx—3, 
4.2 
SPRENDIMAS 


Pažymėkime 4/x—3 =t. Gauname kvadratinę lygtį: 
t“ -1-6=0, )=-2 4-3. 

Pirmoji reikšmė netinka, nes lyginio laipsnio šaknis yra neneigiama. 
Yx—3=3, x-3=81l, x=84. 


Įvertinę nelygybę x —37>0 arba įstatę į lygtį x = 84 įsitikiname, kad ši 
reikšmė tinka. 


4.3 3 , x a r E 
Išspręskite lygtį: l- x—y1—xv/16+x° =0. 
4.3 


Spręsime nenagrinėdami jokių apribojimų. „Didžiąją“ šaknį perkeliame į ki- 
tą lygties pusę ir abi lygties puses pakeliame kvadratu: 


1—2x+x? =1—x416+ x°, 
2x-x:'=x-J164+x“, 


x=0, 


2—x=4161x7: 


Patikriname - abi reikšmės tinka. 


4 =—0, 


4—4x+x =16+ x7; 


E 


4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 


4.4 
Išspręskite lygtį: x + /2x +3 =6. 


4.4 
SPRENDIMAS 


Pertvarkome lygtį: /2x+3 =6- x. 
Abi lygties puses pakeliame kvadratu, bet kartu užrašysime ir nelygybes, 
reiškiančias, kad pošaknio ir šaknies reikšmės turi būti neneigiami dydžiai. 


2x+3=(6—x), [x —14x+33=0, [fx =3, 
2x+370, x> -l,5, x =11, 
6—x>0; x<6; —-1,5<x<6. 


Sistemai, o kartu ir lygčiai, tinka tik reikšmė x = 3. 


4.5 
Išspręskite lygtį: V x — 2/x-1+/x+2/x—1=2. 
5 


= 
Pakelkime abi lygties puses kvadratu: 
x-2Jx-1+2,/x* -4(x-1) +x+24x-1=4, 
(x—2) =2-x. (+) 
Dar kartą pakelkime abi lygties puses kvadratu: 
(+—2) =(2->), 
(+-2) =(+-2), 
x=x. 


Kas tai? Tinka bet kokios x reikšmės? Teks nagrinėti uždavinio apibrėžimo 
sritį ir pakeliui (+) gautą apribojimą: 


x-1>0, 

o L i; E eA 
2—x>0; "5 7: 
I1<x<2, 1<x<2, 

2 >0; L, 


Taigi lygtis teisinga su visomis x reikšmėmis iš intervalo x € [1:2]. 


E E 
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ó Išspręskite lygtį: x“ = x. 


(SPRENDIMAS) Ig(x*)=1gx, 


x-lgx—-lgx=0, 

Igx-(x—1)=0; 

lgx=0, x-1=0, 

x=l. y=]; 

Taigi tinka x =1. O gal tinka ir 0° =0 bei (G =-1? 
OL2OFO1O2OŽO2O2OŽ7O2O 711071 702020 7020 LOOO] 


Išspręskite lygtį: Vx+3—4/x—1 +yx+8—6/x—1=1. 


4.6 
SPRENDIMAS 
Ieškodami apibrėžimo srities, turėtume pareikalauti, kad trijų dėmenų reiš- 
kiniai pošakniuose ir (x —1) dvinaris būtų neneigiami. Tektų spręsti dvi 
iraconaliąsias nelygybes. Tai nelengva, todėl spręskime tiesmukiškiau, nu- 
matydami patikrinimo galimybę. 
Pažymėkime vVx-—1=t. Tada x=f" +1 ir gauname tokią lygtį: 


VÈ +1+3—4t +4J17 +1+8-—6t =1, 
VE —4t+4 +t —6t+9=1, 


(4-2) Fl-a =L 


|--2|+|:-3=1. 
Nagrinėjame tris zonas - galimas t reikšmes: 
I II III 
2 3 t 


I) <2: 
-(t-2)-(t-3)=1, 
—2i=-4, 
P=2: 


Nelygybė prieštarauja rezultatui. Sprendinių šioje zonoje nėra. 


( ti 
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II) 2<t<3; 
t-2-(1—3)=1, 


t=1. 
Tinka bet kuri t reikšmė iš nelygybe apibrėžto intervalo, žinoma, jei x > 1, nes 


t=J/X-l. 


III) +>3: 
t-2+1-3=1I, 
2t=6, 
taz 


Nelygybė prieštarauja rezultatui. Sprendinių šioje zonoje nėra. 


Baigiame nagrinėti (II) etape gautą rezultatą: 
2<Jx-1<3, [4<x-1<9 [S<x<10, 
x> x2>Į x21. 


Atsakymas. Tinka visos x reikšmės iš intervalo x e[5; 10]. 


: : ; 4.7 
Išspręskite lygtį: 3/x +34 —3/x—3 =1. 
4.7 
SPRENDIMAS 


Pritaikysime specialų „triuką“. Pertvarkome kėlimo kubu formulę: 

(a-b =a —3a7b +3ab? — b’ = 0° —b' —3ab(a —b). 
Metodo esmę sudaro tai, kad žinome, kiek yra (a — b) - šiuo atveju tai viene- 
tas, nes (a—b)- tai kairioji lygties pusė. Svarbiausia, kad iš dvinario 
(a —b) lieka vienas narys. Toliau viskas paprasta: 

(x+34)-(x-3)-3- (x +34)-3(x-3)-1=1, 

EL 

(x+34)-(x—3)=12', 

x?’ +31x—1830=0, 


x, =30, X, =—6l. 
Abi reikšmės tinka. 
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Išspręskite lygtį: x“ =2. 


Pažymėkime x* =. Tada x=/t (turime imti teigiamą x 
reikšmę; kodėl?) ir gauname tokią lygtį: 


(S == 
Pakėlę kvadratu gal ir nesuabejosite dėl gauto atsakymo, bet prisipažinkite, 


kad bendro lygties / = a sprendimo būdo nežinote. Šį kartą atsakymą „ma- 
tote“ ir neabejojate, kad jis vienintelis: 


*=4, 
t=2, 
ANN 


LOLOLOLOLOIOLOLOLOL OLOO OLOO O LOLOL OLOO OLOO] 


x+1 r. 

4.8 i , NS E 

Išspręskite lygtį: 2 +4? =8-33, 
4.8 


2* +2-2=8-33, 
2 -3= 8438, 


Padalijame lygtį iš 2“ (galima dalyti iš 33 ): 


|] 


2 


V (B) 
2] {2 


y3 


ae — 
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4.9 
Išspręskite lygtį: 2***7 —6* — 2.37**2 =0. 
4.9 
SPRENDIMAS, 


Visą lygtį reikia padalyti iš 2“, 3“* arba 6“ — pasirinkite bet kurį variantą. 
Mes padalysime iš 3**: 
J2 2 92 2 0 ar 2 32 k gs 
32 32x 32x = 


2x 2x 
LE ES 
3 3 


=t; 4 —t—18=0, 


0, 


t = —2 (netinka, nes rodiklinės funkcijos 


X 
z) visos reikšmės teigiamos); 


t, =— 


Atsakymas: {—2}. 


OOOO OOOO OO OO O S O OO o o O i 


Sąlyga 2x+1>0 duoda 2-2. 


Lygtį pertvarkome taip: 


> ad 


2 
22 -pjega 2 
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(2267 E = (); 


2. 2V2x+1 = 2 == 0, 
VHI 5 DA 


/2x+1=x-1. 

Papildoma sąlyga x—1>0, ty. x >1. 
2x+1=x°—2x+1]1, x’ =4x, 
x, =0 (netinka; žr. antrąją sąlygą), 


2 


Lelei Fel 
4 


x, = —2 (netinka), F= 2: 
Atsakymas: (2; 4}. 
LOLOL OLOO OLOO OLOO OOL OOL OOOO OOOO O] 


4.1 2 

Įrodykite formulę: a!984? =b. 
4.10 

SPRENDIMAS 


Ką nors, kas nežinoma, verta pažymėti raide u (UFO - angliško termino 
santrumpa „neatpažintas skraidantis objektas“ — padės prisiminti šį meto- 


dą..: a28? =u, 


Logaritmuojame abi šios lygties puses, pasinaudojame lygybe log, a =1 ir 
antilogaritmuojame: 

loga Ca *) = log, u, 

log, b-log, a = log, u, 

log, b = log, u, 
b=u, 

kitaip sakant, tas dydis u ir yra b. 
Panašiai galima išvesti ir kitas formules, pavyzdžiui, logaritmų pagrindo 
keitimo formulę: 


log, b =u, a“ =b, 

log- a“ =log, b, u-log,a= log, b, 

u= log, B, loga b= logcb 
log, a log, a 


Go —— 
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4 . š 4.11 
Išspręskite lygtį: log, x = 3 — log, 7. 
4.11 
SPRENDIMAS 


log, x = log, 2" — log, 7, 


log, x = lo 2 y= 
82 82 7 > 7 . 
4.12 
Išspręskite lygtį: x°*'8* = 1000. UŽDUOTIS 
Logaritmuojame ir sprendžiame kvadratinę lygtį: SPRENDIMAS 


Ig(x?***) = Ig1000, 
(2+1gx)-Igx=3, 
Ig" x+2lgx —3=0, 
(Igx),, =-1+,/113=-1412; 
lgx = -—3, lgx=l; 
x=10°,  x=10. 
Patikrinkime reikšmę x =10%: 
(10) =1000, 
10° = 1000. 
Antroji reikšmė irgi tinka lygčiai. 
Atsakymas: x=10 arba x=10““. 


2 ; : 1 
Išspręskite lygtį: log, 3+ log, x = log -< 3 + log, Jx + T USS 
4.13 
SPRENDIMAS 


log, b 


c 


Panaudojame logaritmų pagrindo keitimo formulę log, b= ir loga- 
ritmavimo taisykles: 


log, 3 
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log, x = —1, „=; log, x=2, x, =9. 


Atsakymas: E ol, 
3 


Išspręskite lygtį: \/1+ log, /27 - log, x +1=0. 


4.14 
SPRENDIMAS 


Panaudosime logaritmų pagrindo keitimo formulę: log,b= log. b b 
log, V27 log, a 
128 log x41=0, 


log, x 


Prieš keldami abi lygties puses kvadratu, pastebėkime, kad lygčiai tiks tik 
tos x reikšmės, su kuriomis log, x < 0. 


| 3 
ME > 1 
log, x logi x’ 
log, x =t; 
>. 3 
t +>t—1=0, 

2 1 
t=, t, = (netinka); 
log, x = —2, 

1 
x=-. 

9 


4.15 ¥ a 3 
Išspręskite lygtį: log, Vx = log, x. 
4.15 


Įvertiname apibrėžimo sritį, logaritmuojame ir pakeliame abi lygties puses 
kvadratu: 

x>0, 

log, x >0, I x>0, 


Log? x = log, x; BEBE) -6 


bu eee 
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log, x =0, 


log, x—4= 0; 
n=l 1—=3 =g 


Atsakymas: x=1 arba x =81. 


4.16 

Išspręskite lygtį: log, 4+ log, 8 = 25. 
4.16 

SPRENDIMAS, 


l būdas II būdas 
Keičiame logaritmų pagrindą: 
log, 2° +log, 2? =25, log,4 2 log,8 _ 25, 
2log, 2+3log, 2= 25, log;x log, x 
log,2=5 2+3= 25. log, x, 
X > į 
*=2  x=32. logi X =, x=25 =32. 


š 5 5 4.17 
Išspręskite lygtį: log, =+ logi x =1. UŽDUOTIS 
x 
Pakeičiame pirmojo logaritmo pagrindą ir logaritmuojame: SPRENDIMAS 


log; 5 + log; x 
Pažymėkime log; x =t: 

l-t 

— +f =l, 

l—-t+Ë +Ê =l+Ht, 

+t —2t=0, 

t(P +:-2)=0; 

t =0; log; x =0, t= 

t =—2; log,x=-2, x, =—; 

L=L log; x=1, x, =5. 


Visos trys reikšmės tinka lygčiai. 
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Išspręskite lygtį: 
UZDUOTIS log, ,(5+8x —4x*) +1o0g, „„(14+4x+4x7)=4. 


4.18 
SPRENDIMAS 
Prisiminkite Aleksandro Makedoniečio principą „skaldyk ir valdyk“! Su- 
raskite kvadratinių trinarių šaknis ir pamatysite, kaip gražiai čia viskas iš- 
skaidoma: 
log, (5 2x)-(2x+1)—log, „„(2x+1) =4. 


Dabar pasinaudosime logaritmavimo taisyklėmis ir formule log,b= I č 
Og, 4 


gaunama iš logaritmų pagrindo keitimo taisyklės. Be to, kartu nagrinėsime 
su logaritmais susijusias nelygybes. 

2x+1>0, 

2x+1=1, 

5—2x>0, 

5-2x=I, 


2 
log, (5—2x)+1+———-4; 
08244) ( x) log, (5 ra 2x) 


log, (5- 2x) =t; 


l 5 
—£ 1 5 
2 2 
x=z0, 
x=2, 
1 —-31+2=0; 
t=]; t, =2; 
log, (5—2x)=1, log, (5-2x)=2, 
5—-2x=2xr+1, 5-2x=(2x+17, 
x =l. 2x? +3x—2=0, 
x, = —2 (netinka; žr. nelygybes), 
mpe 1 
3 P 
2 
Atsakymas: i; i}. 


Or —— 
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Įrodysime, kad Ig(-1)= 0. 
Akivaizdu, kad Ig(—- 1) = 2-lg(—1). 
Kita vertus, lg(—1} =1g1= 0. 

Taigi, 2-1g(-1)=0, Ig(-1)=0. 


2 k 1 ki x? +3,75 4.19 
Išspręskite nelygybę: a <(v5) : UŽDUOTIS 
4.19 
SPRENDIMAS, 


1 X% +3,75 


slp 


„ —441<———, 
2 


x’ +8x+3,75>0, x =—-7,5, X, =—-0,5. 
Sprendžiame intervalų metodu: 


(x, +7,5)- (x, +0,5)>0; 


Atsakymas: x €(—00;—7,5) U(-0,5;00). 


| 1 3 1 1 4.20 
Iš kit l b 1 + 4 5 72 
šspręskite nelygybę: 4 7 g y 2 UŽDUOTIS 
odu) 
PANE” 1 ; ga PERSI” SPRENDIMAS 
Pažymime ==! ir sprendžiame nelygybių sistemą: 


E T 
4 4 
e-2>o, 
4 
pti, 
2 


Pirmoji nelygybė gauta pakėlus kvadratu duotąją nelygybę, antroji yra rei- 
kalavimas, kad pošaknis būtų neneigiamas, o trečioji reiškia, kad duotoji 
nelygybė negalės būti teisinga, jei dešinėje bus neigiamas reiškinys. 


TŽ 


( 4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 


Iš sistemos gauname: 


t<l 


„Grąžiname“ x ir išsprendžiame nelygybę: 


2 
1l<x<——. 
243 = 
Atsakymas: x€|(: 28 3 
4.21 ; | 
UŽDUOTIS/ Išspręskite nelygybę: (x— 3): Vx’ +x—2 720. 
4.21 
SPRENDIMAS 


Šaknis yra neneigiamas dydis, tik būtina, kad pošaknis būtų neneigiamas. 
Gauname nelygybių sistemą: 


x-370, 

x +x—2>0; 
|xX-370, 
I 


Toliau sprendžiame grafiškai, pritaikydami intervalų metodą: 


r“ 


Atsakymas: x €|3;+00),-2, l. 


P.S. Atkreipkite dėmesį, kad sistema nėra „standartinė“: jei pošaknis lygus 
nuliui, pirmoji nelygybė „neveikia“. 


CT 


4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS ) 


Išspręskite nelygybę: 3** > 2“, 
Logaritmuojame: 
Vx -log,3> a- log, 2; 
Vx >a-log,2. 
Jei a <0, tai nelygybė teisinga, kai x > 0; 
Jei a=0, tai x > 0; 
Jei a>0,tai x >a“ -log; 2. 
OZOLOLO LOLO LOLOL OL OLO LOLO LOLOL OLOLLO LOLLO LOOO LO] 


Išspręskite nelygybę: 
J13* —5 < |2(13* +12) — V13 +5. = 
—-—————- (Gnėšiuo) 


Verta, nors nebūtina, pažymėti, pavyzdžiui, 13“ +12 =/ (kad „bjauriausias“ 
pošaknis būtų „gražiausias“), perkelti V13“ +5 į kitą nelygybės pusę (kad 
neabejotume kėlimo kvadratu „teisėtumu“). 
Nepamirškime, kad turi būti 13* —5 >0, t.y. x >log,„5. Sprendžiame nely- 
gybę: 

Jt-17+J1-7 < Jar, 

beIN — ET TE 

Jt-17-Jt-7 <12, 

t —24t +119 < 144, 

t —24t—25<0, 

=l% <25, 

—1<13* +12 <25. 


Kairioji nelygybė visada teisinga. Iš dešiniosios gauname: 
13* <13, 
x<l. 


Atsakymas: x €|log,; 5; 1]. 
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4.23 
Išspręskite nelygybę: 5*** + 6t! >30+5* -307. 


4.23 
SPRENDIMAS 


Nelygybę pertvarkome: 

5:5** +6-6* —5**-6* -5-6>0, 

5*(5—6*)+6-(6* —5)>0, 

(6* —5)-(6—5*)>0. 
Iš šios nelygybės gauname tokias nelygybių sistemas („mano draugo drau- 
gas ir mano priešo priešas yra mano draugas“): 


6 —5>0, x-lg6>lg5, 
6-5” >0; 2x-Ig5 < Ig6; 
6“ —5<0, x-lg6<lg5, 
6-5 <(; 2x-1g5 >1g6. 
g5. lg6 PRE sfa ris a L 
Skaičių ašyje pažymime T ir 2.55 „Reikšmių skaičiuoti nereikia, užtenka 
8 "18 
pamatyti, kuris skaičius didesnis. Jei nematote, spręskite nelygybę. Tarkime, 
kad: 
Ig5 g6 
Ig6 2-1g5' 
2lg*5> Ig'6, 
J2-1g5 > Ig6, 
5*56 


Tarkime, kad ir šia nelygybe dar abejojate. Jei mintinai nežinote, tai bandymų 
4 
keliu nesunkiai rasite, kad V2 =1,4. Imkime vietoj V2 tik 3 tuo susilp- 


nindami nelygybę. Jei ji vis dar bus teisinga, tai su V2 tikrai bus teisinga. 
Abejonių neliko. 
4 


53 >6, 5*>6', 625>216. 
Pirmoji sistema nesuderinta, o antroji duoda skaičių intervalą. 


O WI, 


lg 6 lg5 x 
2-lg5 lg 6 
Atsakymas: x€ E, 185 
2-1g5' Ig6) 


m——— ———,?, 


4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS ) 


Išspręskite nelygybę: (2 + J3) = (2 — J3) >1. a 


Pastebėkime, kad (2 -joa V3) iaa i (SPRENDIMAS) ) 
TAR E ESA 
2+43 24+43 2443 
Pažymėkime (2+45) =t ir prisiminkime, kad +>0 su bet kuriomis x 
reikšmėmis. 


(121 ť—t—-1>0; 


15 „LB. 


t<t negali būti, nes f yra neigiamas skaičius, o turi būti t> 0. 
Ta 


(2+43) > = 
E 
Ig(1+45)-1g2 
= 
Ig(2+43) 


Dalydami nepamirškite pagalvoti apie Ig (2 +43 ) ženklą! 


OO ŽOŽOŽOFO1O0ŽO2O2O7070 700700 10701070102020207 


Koks natūralusis skaičius yra devynis kartus didesnis už savo 
skaitmenų sumą? 


Akivaizdu, kad tai nėra vienaženklis skaičius. Nesunkiai įsi- SPRENDIMAS 


tikiname (pabandykite!), kad tai negali būti daugiau kaip dvie- 
jų skaitmenų skaičius. 


Tiriame dviženklius skaičius ab: 

9-.(a+b)=10-a+b, a-8b=0. 
Akivaizdu, kad lygčiai tinka tik a=8, b=1. 
so Ai sl 
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„4.24 10 1 
UŽDUOTIS/ Išspręskite nelygybę: log, — > log, 2 
x 


4.24 

SPRENDIMAS/ 1 s Ma saca : ; 

E pagrindinę logaritminių nelygybių taisyklę: atme- 
tant logaritmus (abejose nelygybės pusėse turi būti tik po vieną logaritmą, 
be jokių skaičių ar reiškinių (negali būti nė minuso!) prieš juos, abiejų loga- 
ritmų pagrindai turi būti vienodi), nelygybės ženklas nekeičiamas, jei loga- 
ritmų pagrindas yra didesnis už vienetą, nelygybės ženklas pakeičiamas prie- 
šingu, jei pagrindas yra mažesnis už vienetą (bet, žinoma, didesnis už nulį). 
Gauname nelygybių sistemą: 

x>l, 
10 L. 

Sy 

ai 
10 2 1. Antrosios sistemos nelygybės prieštarauja 


DE ; i 
y 9 viena kitai. 


L 


1<x< 20. 
Atsakymas: (I; 20]. 


Išspręskite nelygybę: 
log, x — log, (2x — 5) < log, 2— log, (x — 3). 


4.25 
SPRENDIMAS 


Antilogaritmuojame (potencijuojame) ir įvertiname apribojimus: 
x>0, 


2x—5>0, x>3, x>3, 
x-3>0, L X < 2 PAH co 
log, sio E 2x—57 x-3 (2x—5)(x—3) 


Atsakymas: x€(3; 5]. 


u — —— 
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Išspręskite nelygybę: „log, (9x + 18) < log, (x + 2). 


4.26 
SPRENDIMAS 


Pastebėkime, kad 9x +18=9(x +2). Dešinioji nelygybės pusė turi būti ne- 
neigiama, kitaip nelygybė nebus teisinga. 
Sudarome ir sprendžiame nelygybių sistemą: 
x+2>0, 
log, (x +2)>0, 
log, 9 + log, (x + 2) < logi (x + 2); 
log, (x+2)=t; 
oi t==i b= 


Tinka tik ż>2, nes t= log, (x +2) >0. 
žŽž—L x+279, 
log, (x+2)2 2; LT: 
Atsakymas: x €|7; +00). 


4.27 
Išspręskite nelygybę: (x? +x+ 1) <1. 
4.27 
SPRENDIMAS 


Logaritmuojame abi nelygybės puses. Pasirenkame didesnį už vienetą loga- 
ritmo pagrindą (10), todėl nelygybės kryptis nepakinta: 


x-Ig(x“ +x+1)<0; 


Kadangi x“ +x+1>0 su visomis x reikšmėmis (trinario diskriminantas nei- 
giamas), galime spręsti tokias nelygybių sistemas: 


x<0, į sa 

5 (logaritmas teigiamas) 
x +Xx115>1Į; 
x>0, , pa 

5 (logaritmas neigiamas) 
x +1x11<l; 


——— =. 


4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 


0 x 
UL G 

-1 0 X 

0 X 

X | 0 X 


Atsakymas: x €(-o0; —1). 


L š : 1—1 1 
UŽE Išspręskite nelygybę: a E 


1+log,x 2 
4.28 
SPRENDIMAS 


Negalima nepagalvojus dalyti abiejų nelygybės pusių iš (1+ log, x), nes 
nežinome, ar šis reiškinys teigiamas ar neigiamas. 
Įsidėmime, kad turi būti x > 0 ir 14+10g, x =0, ty. x = 3 ir sprendžiame 


nelygybę: log, x 


2-1 

— =<- l+log,x 
14+l0g,x 2 
log, x =t; 
2=t=l=f <0, 

l1+tż 
= d (nelygybę padauginame iš (—1) 
pat 
a >0; (iškėlėme 2 ir suprastinome) 


1 
—oo<log,x<-I, „0 


0<x< L: x2J2. 
0; Iufvz +00). 

2 
( 80 


Atsakymas: x € 
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4.29 

„a (x+1)<1. UŽDUOTIS 
4.29 

SPRENDIMAS 


Išspręskite nelygybę: log 


Sprendžiame nelygybių sistemas: 


| [x +3x>x+1, 
xX +3x>l, 
x+1>0; 


xX +3x<x+l, 
0<x’+3x<l, 
| |*+1>0. 


Pirmosios abiejų sistemų nelygybės gaunamos antilogaritmuojant (poten- 
cijuojant) ir įvertinant logaritmo pagrindo dydį (antrosios sistemų nelygy- 
bės). Trečiosios nelygybės yra reikalavimas, kad logaritmo argumentas bū- 
tų teigiamas. 

Visas tiesines ir kvadratines nelygybes išsprendžiame lengvai: 


Is 45 

x>—1+vV2; 

E 
2 

r> 224A. 
2 

x>-l; 


— 1-4 L LENN 
AE 
2 


<x<-3, 


jesan, 


x>-l; 


Dabar reikia atidumo. Pavaizduokime sistemų sprendimus grafiškai. Jung- 
timi „arba“ sujungtų nelygybių duodamas aibes reikia rodyti toje pačioje 
skaičių tiesėje. Mastelio laikytis nereikia, bet svarbu nesupainioti, kuris skai- 
čius tiesėje yra toliau, o kuris — arčiau. 


———ZZ 2 


(4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 
UL LLS 


-1-V2 pN. A 
Z 
-3-V13 -3+vV13 X 
2 l 7 
-1 X 


O O 
-3-V13 3 0 3+5 x 
2 2 
PPP NE 
-1 x 
; J13 


13-3 


Iš pirmos sistemos gauname x> „2 —1, iš antros - 0< x< 


Atsakymas: vejo v13- 2 U(J2- l; +o). 


Vaikai sustoję ratu, tarpai tarp jų vienodi. Penktasis vaikas stovi 
tiesiai prieš dvidešimtąjį. Kiek iš viso yra vaikų? 


SPRENDIMAS Pritaikykime sumažinimo principą. Tarkime, yra šeši 


vaikai, pasakyta, kad antrasis stovi prieš penktąjį. 

Iš paveikslėlio matome: 

a) kiek vaikų - tiek tarpų tarp jų; 

b) vaikų skaičius lygus dvigubam tarpų tarp 2 ir 5 
skaičiui; 

c) tarpų tarp 2 ir 5 skaičius yra 5-2 =3. 

Taigi uždavinio sprendimas toks: 


V =2-(20-5)=30. 
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l „4.30 
B : Pee EPA UŽDUOTIS 
Išspręskite nelygybių sistemą: 


= 
2—3. 

| 

si : PEO Ye SPRENDIMAS 
Iki finalo sprendžiant intervalų metodu - keli žingsniai: 
x+4>0, —4<x <5, 
x+4<9, rpk 
x—l-3x <0: >0; 
x x 


A 


-4 5 x 
D EEE 
-4 0 p. 
Atsakymas: x€|-4; -įjuto 5). 
3-2 =18, 
Išspręskite lygčių sistemą: UZDUOTIS 


log, (x +5)=—1. 
3 


4.31 
SPRENDIMAS 


Iš antrosios lygties gauname x+ y =3, išreiškiame y=3—x ir įstatome į 
pirmąją lygtį: 


3.2 *=i8, 
B .8=18, 
2 

G) = 

A E 
x=2; y=k 


Patikrinkite, šios reikšmės tinka. 
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4.32 log, (x — log, (x— y)=1 

UŽDUOTIS/ Išspręskite lygčių sistemą: g: (x+ y)— log, (x — y)=1, 
x*—y*=2. 

i 

SPRENDIMAS 


Pažymėję x+y =u, X-Y=V, gauname: 
log, u — log, v =1, 
j Ss be niere epi- Bl 
u-v=2; v log, 3 
log,v=0, v=1; log,u=1l, u=2; 
x+y=2, 3 1 
x=, y=. 
x—y=l; 2 2 
Galite įsitikinti, kad šios reikšmės sistemai tinka. 


Ny X y =5 
UŽBUDTIS Išspręskite lygčių sistemą: tyy =>, 

x: y= 216. 
SPRENDIMAS 


Pažymėkime: Jx=u, Jy = y. Sprendžiame paprastą sistemą: 
paa I 


u*-v? = 216; 
(5—v)-v=6, v“ -5v+6=0, 


v=3 v =2; 4=2 U=3. 


u-v=6; 


Pirmoji atsakymo pora: Ix =.2, Jy =2 128. 57 =2k 
Antroji pora: X = 27, y=8. 


„4.34 x? =1+6-lo 
Išspręskite lygčių sistemą: | 84)» 


2 = y-2 LKB 


4.34 á 
SPRENDIMAS 


Išsprendžiame pirmają lygtį y atžvilgiu, rezultatą įrašome į antrąją lygtį: 


x —1 x“-l x -l 


nra 424. 


4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS ) 


Visą lygtį padalijame iš 2” : 


z AÊ 
x’ -l x2- 
3 3 
2 2 
=2 
2* 2” 
Pa. 
Pažymime: 2 o st. 
12 —t-2=0, 
t =—1 (netinka, nes t žymi rodiklinę funkciją) 
t =2; 
X, 
27 =2, 
x -1 Ei 
x —3x—4=0, 
x% =4 x =-—l]; 
yı =32, y,=l. 


Atsakymas: (4; 32) ir (—1; 1). 


f , , /x+7y=3, „4.35 
Išspręskite lygčių sistemą: UŽDUOTIS 


(2x +14y)- 2" =72. 
4.35 
SPRENDIMAS 


Pažymėkime x + 7y =t ir spręskime tokią sistemą: 


3t =3, t=3*, 
2-2 = 12; t-2“ = 36; 


3*.2* =36, 6 =36, 

= t=3 =; 

2+7y=9, y=l. 
Atsakymas: x = 2, y=1. 


( 4. IRACIONALIOSIOS, RODIKLINĖS, LOGARITMINĖS LYGTYS IR NELYGYBĖS 


log, (sin x — cos y) + log, (sin x + cos y)=—1. 


(SPRENDIMAS) 


Spręsime sistemą, papildytą logaritmų apibrėžimo srities 
nelygybėmis: 


sinx — cos y >0, sinx > COS y, 
sinx + cos y >0, SINX > — cosy, 
gcosx — 3—005Y cosx = —COS y, 
. 2 . 1 
log, (sin? x — cos? y) = — l; sin? x — cos? y =~; 
82 X: y 2 
Iš trečiosios lygties COS y = — COS X įrašome į ketvirtąją lygtį ir gauname: 


. 2 2 1 
sin“ x — COS" x = —, 
2 
1 
cos2x = ——, 
2 


= -3 +2xk, keZ, 


x=+[Z + ak) kez, 


Parodykime gautuosius sprendinius grafiškai, bus lengviau spręsti toliau. 


6 a a 1 1 i 
Vienetiniame apskritime matome, kad cosx = — arba cosx = ——. Iš lygties 
2 2 
Ža : 1 
cos y = — cosx aišku, kad kai cosx = 2 


1 
tai COS y = -3 ir atvirkščiai. 


Dabar įvertinkime nelygybes. Pažymėtų 


. 3 . 3 

kampų sinx=—— arba sinx = —. 
2 Ž 
1 1 

Kokia bebūtų COS y reikšmė 2 ar T3) 


. 3 
tinka tik SIN x = 5 3 


Taigi ir x, ir y sprendinių aibės pavaizduojamos taip: 


Ek ee 
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(e) O 


T 2T 
Atsakymas: [5+ 2nk; Eai zrk), 


[E+ mn: „+2m „kneZ. 


(O ŽOŽOŽ2OŽO2O2OŽO02O2O7O202O 702070 702070 10102010207 


Ig(tg x +ctgx)— Ig4 


< 2. 
Ig(sin x + cos x) 


Išspręskite nelygybę: 


Pirmiausia pertvarkykime: 


1 
sin x- cosx 


sinx cosx 
= 
cosx sinx 


Ig(tgx +ctgx)= Ig = g = —lg(sin x- cosx). 


sinx-cosx>0 


Dabar pastebėkime, kad nelygybių sistemos | sprendiniai 


sinx + cos x > 0 
yra visi kampai, be ašis atitinkančių kampų, pirmame ketvirtyje. 
Jei taip, tai sinx +cosx > 1 ir Ig(sinx +c0sx) > 0. 
Sprendžiame nelygybę: 

-Ig(sinx-cosx)—1g4 < 2-Ig(sinx +c0sx), 
a Moo 
4-sinx-COS X 

1 

2sin2x 


lg < Ig(sinx +cosx} . 


<1+sin2x. 


Pirmame ketvirtyje imant x, gaunamas sin 2x > 0, todėl nelygybę dauginame 
iš 2sin2x žinodami, kad šis reiškinys teigiamas: 

2sin2x +2sin" 2x —1 > 0; 
sin2x=t; 2ť +2t—-1>0. 
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J3-1 Tinka tik sin2x > „nes 


p, = T — arcsin —— 2 
Z > = 2 
A sin2x < a su jokia x 


J3-1 reikšme nėra teisinga. 
2 


arcsin 


Nelygybę 
. J3—1 z 
sin 2x > 7 sprendžiame 
grafiškai: 
lr =E 
2rk +y, <p <p, +2rk, kez, 
2rk + arcsin ™=—— < 2x < r — arcsin = + 27k, 
rk +arcsin 2! <x <T- larosin B= +rk, kez. 


LOLOL OLOO OLOOL OOOO OLOO OOOO OOOO 


(OO) )Joeeee000e000 


Egzamino metu abiturientė iš Biržų turėjo įrodyti lygiašonio trikampio savybes. 
Pirmiausia ji pareiškė, kad „trikampio kampai prie pagrindo — lygiagretūs“. 
Kiek besistengiau išsiaiškinti, ką Biržų tarme tai galėtų reikšti — nepa- 


5. TRIGONOMETRIJA 


Pusė trigonometrijos - viename skritulyje 


Liūdna ir pikta, kad net vadovėliuose pateikiama, pavyzdžiui, tokia kosinu- 
sų ženklų įsiminimo schema (žr. paveikslėlį). 
Šis mulkinantis paveikslėlis prilygsta priminimui, 


kad dešinė ranka yra dešinėje, kad mes rašome iš 
kairės į dešinę, kad skaičių ašyje kairiau nulio yra 
neigiami skaičiai, o dešiniau - teigiami. 


Paklauskite žmonių, baigusių universitetus, kiek 
yra tgO (laipsnių arba radianų). Gerai, jei per tris 
sekundes teisingai atsakys trys iš dešimties paklaus- 


tųjų. O juk trijų sekundžių turėtų pakakti garan- 

tuotam atsakymui: per pirmąją sekundę „smege- 

nyse nubrėžiame“ apskritimą; per antrąją sekundę tame apskritime atideda- 
me kampą; per trečiąją - pasakome atsakymą. 

O redukcijos taisyklės? Dvi paprastutes taisykles kai kurie „mokytojai“ su- 
geba paversti moksleivių siaubu arba bukinančiomis lentelėmis. 

Po tokios kritikos tiesiog privalome jus įtikinti: trigonometrija — tai labai 
paprasta! 

Pradėkime nuo apibrėžimų. 


; a b 
sina =—, cosa =—, 
c c 
C i A Ss S i 
tga = singa , ctga= l (jei viską žinai apie 
cosa tga tga, kam tau mo- 
5 kytis ctga ?), 


seca = AN cosec a = — 
cosa sing 
(visai nieko naujo! Tik pavadinta kažkaip keistai: coseca lyg ir turėtų būti 
su cosa, o seca — su sina? Bet tik tą „keistumą“ ir įsidėmėkime). 
Apibrėžimų negalima įrodyti, juos reikia tiesiog prisiminti. Bet tai beveik ir 
viskas (!), ką reikia prisiminti. Visa kita galima pamatyti, paliesti, įrodyti, 
patikrinti. 


————-- Cs) 
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Perkelkime statųjį trikampį į skritulį, kurio spindulys lygus vienam. Kam 
„vienam“? Galėtų būti centimetras, bet labai jau mažas skritulys, decimetras 
— per daug. Beveik tiktų colis (2,54 cm), bet kas čia ims tiksliai matuoti? Bet 
kuris apskritimas tampa vienetiniu, jei tik pasakome, kad jo spindulys yra 
vienas sutartinis ilgio vienetas. 

Vienetinį apskritimą nubrėžkime taip, kad jo cen- 


tras sutaptų su koordinačių sistemos centru. Beje, 
(AP čia x ir y pavadinimus ašims suteikti visai nebūti- 
AN d na. 
AP, 


Dabar žiūrėkite. Santykis statinio prieš kampą su 


1  įžambine yra sinusas: 
; a 
s na = 1 =A. 


Jūs matote, galite išmatuoti sinuso reikšmę! Viene- 
tiniame apskritime — tai tiesiog statinio prieš kampą a ilgis. Gal sutiksite, 
kad paveikslėlyje parodyto kampo sinusas teigiamas? Kaip kitaip, juk sinu- 
sas „stovi“ teigiama (į viršų, į saulę, į dangų...) ordinačių ašies kryptimi. 
Gal dabar galėtumėte greitai pasakyti, kiek yra sin0? Žinoma, nulis, juk tas 
„stovintis brūkšnelis“ sutrumpėja iki nulio, kai kampą sumažiname iki 0. 
O kiek yra sin”? Teisingai, vienetas, nes jūs matote, kad stačiojo kampo 
sinuso brūkšnys prilygsta vienetinio apskritimo spinduliui. 

Pala, o kaip jūs sužinojote, kad 90“ - tai statusis kampas? Todėl, kad „aplin- 
kui“ yra 360° laipsnių? O kodėl būtent tiek? Nežinote? Nenusiminkite, nie- 
kas nežino! Taip, 360 yra geras skaičius, nes turi daugybę daliklių, bet pati- 
kimų įrodymų, kur, kada, kodėl šis kampų matas prigijo, dabartinė mokyk- 
la nepateikia. 

„Aiškiau“ yra su kampų matavimu radianais. Apskritimo ilgio ir apskriti- 


: : į 21R ks $ ; 
mo spindulio santykis yra ag 27. Taigi šis skaičius nepriklauso nuo ap- 
skritimo dydžio, yra bedimensinis, todėl kartais tiesiog nepakeičiamas (,„, ge- 
resnis“ už laipsnius) 
3607 = 27 radianų ryšio „brolis“. 
Bet grįžkime prie vienetinio apskritimo. Sinusas „stovi“ - kosinusas „guli“: 


cosa =- =b. 
1 


Kosinusas turi teisę „gulėti“, nes likusios kitos trys trigonometrinės funkcijos 
(sina, tga, ctga). yra nelyginės, o kosinusas - lyginė funkcija. 
Kosinuso lyginumas aiškiai matyti iš paveikslėlio: . 

cos(-a) = cosa. 
O kaip pamatyti (išmatuoti) tangento reikšmę? Imkime didesnįjį trikampį, 
atsiremiantį į vertikalią apskritimą liečiančią ašį. Pagal apibrėžimą gauna- 


p EA EE 


Gn ~ 
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Iškart pamatėte (ne „iškalėte“, o pamatėte!) daug dalykų: 

1) pirmame ketvirtyje sina < tga (kai nagrinėsite bet kokio dydžio kam- 
pus, nubrėžkite juos vienetiniame skritulyje ir viskas paaiškės); 

2) tga =tgĝ, sina = -—sin3, cosa =—cos 3 (vienas žingsnis iki redukci- 
jos!); 

3) gerai matote visų trigonometrinių funkcijų ženklus visuose ketvirčiuose 
(pavyzdžiui, ar gali kilti abejonių, kad nuo centro į kairę „gulinti“ kosi- 
nuso reikšmė yra neigiama? Arba kad žemyn (į pragarą...) einanti sinuso 
reikšmė yra neigiama?); 

4) matote, kad tg90“ = t - neegzistuoja (spindulio tęsinys yra lygiagre- 
tus tangentų ašiai); A 

5) keisdami kampo x dydį ir matuodami, pavyzdžiui, sinx reikšmes (verti- 
kalius brūkšnelius) nesunkiai nubraižysite y=sinx grafiką; 

6) aiškus funkcijų periodiškumas; tokia pati sinuso ir kosinuso reikšmė pa- 
sikartoja tik visai „apėjus aplink“ (T = 21), o tangento bei kotangento 
reikšmės kartojasi kas m (dar kartą pažiūrėkite į paveikslėlį!). 

Dabar jau žaibiškai galite pasakyti visų trigonometrinių funkcijų reikšmes, 

kai kampas yra 0, A T, z arba 27, nes visas tas reikšmes (0, 1 arba -1) 


2 
iškart matote vienetiniame skritulyje. 


Nejaugi galima suklysti atsakant į klausimą, kiek yra cos7? Prieš laikro- 
džio rodyklę (kodėl prieš laikrodžio rodyklę? Taip susitarta. Kas susitarė? 
Nežinau...) atidedate ištiestinį kampą (galite sakyti taip: du kartus po statųjį 


kampą: 25= T ir iškart matote, kad kosinuso vienetas „paslikas guli“ nei- 

giama kryptimi: cost =—1 ). > 

Taip, atsidusite jūs, bet kaip prisiminti, kiek yra, pavyzdžiui, ar Tuoj 

įsiminsite tai visam gyvenimui. 

Padalykime statųjį kampą į tris lygias dalis, gausi- 
n/2 


T. T T 
me kampus —— =— ir 2-— = —. Padaliję statųjį 
P 3 6 6 3 Jẹ ujt 


kampą perpus gausime T 

Dabar pažvelkite į paveikslėlį ir pasakykite, ar tei- 
singai sunumeruoti tų kampų sinusai - nuo mažiau- 
sio iki didžiausio? 

Jei rikiuotė 1, 2, 3 jums nesukelia abejonių (jei kelia, 
gal gydytojai galėtų padėti?), tai ar ji pasikeis, jei visus numerius padalysime 


L2 3 
iš dviejų: = A Nepasikeis. O jei dar kiekvieną skaitiklį „pakišime po 


> 2 
91 ) 
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„MB 
2 3 2 


šaknimi“: 3 2 Rikiuotė nepasikeis, o jūs jau negalėsite užmiršti 


a L „r 2 m B3 
sin—=—, SiN—=—,  sin—-=—. 
6 2 4 2 3 2 
Dabar pažvelkite į tuos tris trikampius paveikslėlyje: kai sinusas ilgas - 


kosinusas trumpas: 


šių „formulių“: 


Ką čia prisiminti? 

Atėjo laikas redukcijos taisyklėms (reduco lotyniškai reiškia grįžimą, atkūri- 
mą). Tarkime, reikia rasti cos 120° . Nubrėžiame apskritimą, atidedame kampą 
ir matome (žiūrėkite į paryškintą trikampį), kad 
kosinusas yra neigiamas (brūkšnelis „guli“ į kairę 
nuo centro) ir tokio paties dydžio (ilgio), kaip 
sin30“ , nes tai yra statinis prieš 30° kampą. 
Užrašykime taip: 

cos120° = cos(90* +30*) = — sin 30° = -+ 
Štai jums ir visa redukcija! Pasirodo, kad vieneti- 
niame skritulyje atidėjus didesnį nei statųjį kam- 
pą, visai nereikia žiūrėti į visą kampą, o reikia žiūrėti tik į jo dalį tame ketvir- 
tyje, kuriame tas kampas pasibaigia. 

Zinoma, kaskart naudotis vienetiniu apskritimu nepatogu (bet kaip patiki- 
ma!), todėl sukurtos dvi formalios redukcijos taisyklės. 

Sutarkime prieš redukciją kiekvieną funkciją pertvarkyti į tokį pavidalą: 


fun(y a), 


čia fun — viena iš keturių trigonometrinių funkcijų; 


T 3T 
p - kampas 7 T, 3 27 (arba atitinkamas kampas laipsniais); 
Q - kampas, kuris liko po redukcijos; jei jis neišreikštas laipsniais ar radia- 
T 
nais, tai vis tiek laikoma, kad a < E 


Šitaip parengti funkciją visai nesunku, pavyzdžiui: 


sin(2a — 37) = 
= {iškeliame minusą, sinusas - nelyginė funkcija} = 
=-sin(37 — 2a) = 


=-sin(27 +7 — 2a) = 
= {atmetame periodą 27 }= 


= -sin(7— 2a). 


O — ———— 
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Pirmoji taisyklė. Redukuojant atmetamas kampas 4. Jei tas kampas yra 2 
3 % > E TT 
arba E: redukuojamoji funkcija pakeičiama jai „gimininga“: 
sin — COS, cos — sin, tg — ctg, ctg — tg. 

Jei p yra m arba 27, funkcijos pavadinimas nekeičiamas. 

2 T 
Labai lengva prisiminti, kada keisti, o kada nekeisti. Ziūrėdami į kampus — 
A S AS $ 4 1 
ir 2 vienetiniame skritulyje, kinkuojate galva: aukštyn - žemyn, aukštyn 


- žemyn... - sutikimo ženklas „keisti“. Kai žvelgiate į m ar 27 —- sukiojate 
galvą - „nekeisti“. 

Antroji taisyklė. Prieš funkciją, gautą po redukcijos, parašomas toks ženklas 
(pliusas arba minusas), kokia (teigiama ar neigiama) yra redukuojamosios 
funkcijos reikšmė. Matote, vis tiek reikės „pamatyti“, kuriame ketvirtyje bai- 
giasi pradinis kampas! 

Ir viskas, ir jokių lentelių! 

Pavyzdžiai: 


tg225° = tg(180° + 45°) = (trečias ketvirtis) = tg45° =1. 
cos 278° = cos(270° + 8°) = {ketvirtas ketvirtis} = sin8°. 


ct |-1-£)--a Į1+£)--a m 
& 8 š 8 Eg’ 


sin(— 120°) = —sin (90° + 30°) = —cos30° = E i 
Dabar - apie formules. Beveik visi formuliarų pardavėjai daugiau ar mažiau 
jus apgauna - paima pinigus už aibę nereikalingų formulių. Yra du pagrin- 
diniai apgavystės būdai: 


r n r . Q Q 
1. sin2a=2-sina-cosa, a 


sin3a = Jain a cos 22. 
2 2 
Perskaitykime formulę: duotojo kampo sinusas lygus dvigubai perpus ma- 
žesnio kampo sinuso ir kosinuso sandaugai. Kurią formulę perskaitėme? 
Visas iš karto! O sumokėjote, ko gero, už kiekvieną atskirai... 


7, 2sin' $ =1— cosa, cos2a =1—2sin? a, 


1—cos2a 

3 > 
Bet juk tai „ta pati panelė, tik kita suknelė!“ Keisdami argumentus, kilnodami 
narius iš vienos pusės į kitą, sukuriame įspūdį, kad visų tų formulių įsiminti 
neįmanoma, kad be formulių rinkinio — nė žingsnio! 


sin’ a = 


———=- 
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Iš tiesų yra tik viena verta įsiminti formulė: 
cos(a +8)=cosa-c0s8—sina-sin £. 
Šios formulės įrodymą rasite 9 skyriuje. O gal verta įsiminti ir formulę 
sin“ a +cos’a =17 
Būtinai, jei iki šiol Pitagoro teoremos nebuvote išmokę! Vos pažvelgus į vie- 
netinį apskritimą, šis ryšys - kaip ant delno! 
Imkime & = ĝ ir pasidarykime dar vieną formulę: 
cos(a + 3) = cosa- cosa — sinasina, 
cos2a = cos? a — sin’ a. 
Pasinaudokime „atvirkščia redukcija“: 


sin(a +6)=00|Z-[2+6))-ax|[Z-0)+(-9))- 
=cos| Ta -cos(—3) — sin 8 -sin(-3)= 


= Įsinusas - nelyginė, kosinusas - lyginė funkcija) = 
= sina -cos 3 + cosa -sin 5. 
Dabar vėl & = ĝ: 
sin(a + 3) =sina-cosa + cosa -sina, 
sin 2a = 2sina cosa. 


Taip, žingsnis po žingsnio, išvestume visas formules. Jei per egzaminą nelei- 
džiama naudotis formulių rinkiniais, išsivesti formules kur kas patikimiau, 
nei pasikliauti atmintimi. Bet kas dabar išdrįs neleisti naudotis „išorine at- 
mintine“ ? 


Sparčiausias būdas išvesti trigonometrines formules. 


Stačiojo trikampio AABC įžambinė BC =1. F_  sin(a+B) C 
Iš AABC gauname: 

AB=sina, AC=cosa. 
Visi kiti iš stačiųjų trikampių gaunami duome- 
nys parodyti brėžinyje. 
Palygindami prie stačiakampio vienodo ilgio 
kraštinių esančius reiškinius gauname: 


sin(a + 6) =sina-c0s3 +c0sa-sin B, 


cos(a + 8)= cosa-c0s 3 —sina -sin 8. 
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Įrodykite tapatybę: "BA g tg PES À 


— tga 


5.1 
SPRENDIMAS 


Mes nemokame formulių su tangentais, tiesa? Dirbkime tik su sinusais ir 
kosinusais: 


T 
ltige 241 8e 
+= 52 tg% -tga 
4 
sin — , 
4 „ Sina 
cos Sosa sin% -cosa + cos% -sina 
SEEE. —— i a SE 
T a To. 
sin — ? sin — - cos œ — cos — - sin & 
4 Sina 4 4 
cos% Cse 
„ [T 
sin(Z +a] 
= —————-= Įvardikliui pritaikome „atvirkštinę redukciją“} = 
sin Z-a 
T sg 
sin|Z +a sn — +4 sin ka 
= = = =ig|Z +a 
S Le Log sm|—-—|- +0 cos|— +Q i 
2 2 4 


Įrodykite, kad ctg x — tgx = 2ctg2x. 
— ei 
SPRENDIMAS 


cosx sinx | 


ctg x -tgx =— 
sinx cosx 

cos? x — sin’ x , . sio 

= — = [padauginame ir padalijame iš 2) = 


sin x + cos X 
cos 2x 
=2-— = 2ctg 2x. 
sin 2x 
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5.3 š 
Pakeiskite sandauga: cosa + sin 2a — cos 3q. 


5.3 
SPRENDIMAS 
Prireiks šios formulės: 
cosa — cos 8 = —2sin AHE . meL 
2 2 
cosa — cos3a + sin 2a = —2sin atie -sin 2 < = 


= -2sin2a-sin(-c) + sin 2a = sin 2a -(2sina +1). 


Dabar pakeisime sandauga 2sina +1. Prireiks formulės 


«a+8 a-0B 


singa + sin 8 = 2sin———-c0S 
2 2 


2sina +1= [sina +3 = [sina +sinč = 


Parašome galutinį atsakymą: 


cosa + sin 2a — cos 3a = 4sin 2a -sin 


Q T 
—:4+—|- cos 
2 z 


sin? (Z +a) sin’[Z-a)} 
8 8 
Pritaikome formulę: a“ — b? = (a —b)-(a +b): 


eera 


= /3|2e0s2-sina . 2sin cosa = 


= J2 [2sinZ cos 7 
8 8 


Suprastinkite reiškinį: Jå 


5.4 
SPRENDIMAS 


— sin sin 


Ja[sinfZ +a 


-(2sina-cosa)= 


5 


2sin=-sin 2a = VZ- sin 2a = sin2a. 


p — 
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5.5 
Apskaičiuokite: sin? a+ cos? a, jei sina + cosa = a. (UŽDUOTIS 
5.5 
L S 3 SPRENDIMAS 
Prireiks formulės sin“ a + cos“ a =1. 


Išskaidykime: 
sin’ a + cos? a = (sina + cosa): (sin? a-sina-cosa + cos? a) = 
=a. (1— sina- cosa). 
Pakelkime duotąją lygybę kvadratu: 
(sina + cosa) =8°, 
sin? a + 2sina -cosa + cos? a =0°, 


. @ si 
sina cosa =——. 


Dabar galime užbaigti užduotį: 


i 2 a*—1| 3a-a 
sin a + C0S a =a: = = 5 


2 


24 
Apskaičiuokite: t5, jei sina =— 7, T <A< 


(ue 
Pasinaudokime formule. œ 
Di 


sin & = ; 
Q 

1+tg’ — 

8 2 


yis a AM sa . Q 
Bus lengviau išreikšti t87 „jei pažymėsime sina:=s, es =y: 


2444-45 Jis 
IS sx? -2x+5=0, m“ LC. 
1+x i 25 S 


247 
Beje, ar mokate mintinai apskaičiuoti l1— 5 ? Tai labai paprasta: 


Taigi f 2) „R. 5411 
8 
2 )i2 


MM 
25 


| 
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Kuri reikšmė tinka? 


į 3t T a 3m 
Jei T <a<—-,tai — <<— < —, 
2 2 2 4 


ya . Q y 
šiame intervale 2 <—l (žr. pav.), 


todėl tinka tik 


a 32 4 
tg— = —— = —— 
2 24 3 
Kaip lengviausia įsiminti „dieviškąją proporciją“ Sti 
Pirmame skyriuje įrodėme, kad 2 
„541 1 
2 2sin18°` 
Atlikime dar keletą veiksmų: 
L cos18° " cos18°  2cos18°:cos36° 
2sin18° 2sin18°-cos18° sin36° 2sin36°-cos36° 
2cos18°-cos36° 2c0s18“-c0s36“ = 
= = — ———————— = 2co0s36. 


sin72“ = cos18“ 


Koks trumpas ir paprastas užrašas! Ypač prisiminus asociaciją su 360“ — 
viso centrinio kampo dydžiu. 


=l = 2cos36° įrodėme „iš kito 
2sin18“ 


Beje, spręsdami 1.8 uždavinį, tapatybę 


galo“. Pasižiūrėkite. 


„5.7 Apskaičiuokite: 
UZDUOTIS 


T 21 3 4r Sr 61 
cos 0 + cos— + cos — + cos — + cos — + C05— + cos —. 


5.7 7 7 7 7 7 7 
SPRENDIMAS 


Prireiks formulės 
cosa + cos 8 = 2 cos 


R eeen 


D 6 66 


rp n =p 
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Dėmenis sugrupuojame ir kiekvienai skliausteliuose esančiai porai pritaiko- 


šių A 5 r a ; si v 
me šią formulę. Žinodami, kad cos— = 0, iškart suprasite, kad čia ne už- 
davinys, o „popierinis tigras“: 


ST 


2T 
cos0 + C0S— + C05—| + 
7 7 


T ca 
cos — + cos— | + 
7 7 


3T t) 
cos =— + cos— 
7 7 


T ST 
=11 2eos T c0s2T + 
2 14 


T 3T T T 
2cosŽ-cos27 + [20052 .cos2 =i 
2 14 2 14 


5.8 
Apskaičiuokite: cos 20° + tg10°- sin 20°. 


5.8 
SPRENDIMAS 


sin10° . -o cos20°.-cos10° + sin20°-sin10° 
-sin 20° = = = 
cos10 cos10° 


= cos(20°—10°) | 


cos 20° + 


cos10° 


5.9 
Apskaičiuokite: tg9° — tg 63° + tg81° — tg 27°. 


5.9 
SPRENDIMAS, 


Panaudosime redukcijos taisykles ir šias formules: 
sin(a + 8) 
TE R Aj 

cosa -cos 3 

sin2a = 2sina : cosa, 


tga + tgl = 
6 . a-B 

-sin ' 

2 


Pirmiausia kitaip sugrupuosime narius, o tolesnis sprendimas bus aiškus ir 
be komentarų: 


r į a+ 
sina — sin 8 = 2cos 


5 = 5 5 sin 90° sin90° 
C 6 ST E cos9°-cos81°  cos63°-cos27° j 
_ 1 E 1 E 2 2 3,5054 —sin18’ 
cos9°-sin9° sin27°-cos27° sin18° sin54° sin18°.sin 54° 
L 2cos36°-sin18° Si sin 54° z 
sin18°- sin 54° sin 54° 


a 
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Apskaičiuokite: 16sin 20“ - sin 40° - sin 60° - sin 80°. 


SPRENDIMAS 
Prireiks šių formulių: 
sina- sin 8 = Teosa —8)-cos(a + 8)), 
cosa- cos = E (cos(a +8)+cos(a— 8)). 


Sprendžiame: 


16- 


„(cos 20° — cos 60°)] - sin 60° - sin 80° = 


cos 20° - sin 80° — 2id sin so”) - sin 60° = 


—(cos30° + cos10°) — sin 80° |- sin 60° = 


ak os 20° - cos 10° — sin 80°} sin 60° = 


cos30° + cos10° — sin 80°); sin 60° = 
VE 


= 4. (cos 30° + cos10° — cos 10°) - sin 60° = 4 - sin 60° - sin 60° = 4- 25 =3; 
Komentaras. Šis uždavinys 1977 metais buvo pateiktas per stojamuosius eg- 


zaminus į vieną Maskvos universitetą. Tiesa, buvo prašoma įrodyti tapaty- 
bę. Tai lengviau, nes atsakymas žinomas, bet sprendimo kelių dėl to nesu- 
mažėja. Pažiūrėkite, kaip šį uždavinį sprendė du Kauno technologijos 
universiteto gimnazijos abiturientai. 
Dovilė Žmuidaitė: 

a = 20°. 

16- sina- sin 2a- sin 3a -sin 4a = 

4a—2a . 4a+2a 

(- M 
L formulė; kodėl Dovilė sandaugai sina- sin k 


8)-sin2a-sin4a-(—2)-sin 


iš karto netaiko sandaugos keitimo formulės? 

(-8)-sin2a-sin4da - (cos4a — cos 20) = 

(- G -sin 4a -cos4a — 2- cos 2a-sin 2a - sin 4a) = 

=(- 4)(sin 8a- sin 2a — sin" 4a) = {vieną veiksmą praleidžiame} = 
2-(cos10a — cos6a + 2sin? 4a) = 2-(c0s100 — cos120° + 1 — cos8a) = 


= fa 


= >| +(cos10a — cosa) = 


cos10a — |-Ž) +1— cos8a 


= 2.|Ž- 2sinsa-sina)= 2$- 2sini80°-sin20°)=3-0=3. 


100 
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Tadas Valutis: 

16sin 20°- sin 40°- sin 60° - sin 80° = 
= 2sin 20° - cos 50° - sin 60° - sin 80° - 8 = 
= (sin 70° — sin 30°) - 8- sin 60° - sin 80° = 


= 2sin70°-sin80°— —- 2sin80°|-4-sin60° = 


|| 


(2sin80°- cos 207 — sin80*)-4-sin60* = (Tadas mėgsta redukciją...} = 
(sin60° + sin100° — sin 80°) - 4- sin 60° = 
(sin60° + sin100° — sin 80°) - 4- sin 60° = 


sin 60° + 0)- 4- sin 60° = 


BNS 
223“ 


4-sin60“ -sin60? = 4 3. 


Apskaičiuokite: sin9“, sin159, sin18“. 


Pradėkime nuo sin15“: SPRENDIMAS) 


sin15* = sin(45* — 30°) = sin45*cos30* — cos 45° sin 30° = 
EA ABA E 
2 2 2 2 4 

Šios knygos 19 skyriuje parodyta, kaip gauti tokias formules: 

sin 3a = 3sina — 4sin’ a, 

cos3a = 4cos* a — 3cosa. 
Panaudokime antrąją formulę apskaičiuodami sin18°. Pastebėkime, kad 
5-18° = 90° arba 2-18° +3-18* = 90°. Prisiminę redukcijos taisykles galime 
užrašyti: 

sin(2-18“) = cos(3-18"), 

2-sin18°-cos18° = 4- cos? 18° — 3- cos18°, 

2-sin18* =4-(1- sin?’ 18°)—3, 

4-sin°18° +2-sin18°—1=0, 
-2+44+16 —-1+45 

8 4 


sin18° = 


( 5. TRIGONOMETRIJA 


Minusas prieš kvadratinę šaknį duoda nepriimtiną rezultatą, nes aišku, kad 
sin18° >0. 
Dabar galime apskaičiuoti sin 3° : 
sin3* = sin(18° — 15°) = 
= sin18°- cos15° — cos18° - sin15° = 
= sin18°. y1 — sin? 15° — JI — sin’ 18° -sin15°. 
Aišku, suprastinti šį reiškinį nelengva... 
sin9° galime skaičiuoti dviem būdais: 
1) sin9“ = 3sin3* — 4sin" 39; 
2) sin18° = 2sin9“ -cos9". 


Skaičiuokime antruoju būdu, pažymėję sin18°= s, sin9“ = x: 


s=2x-J1- x", 
s? =4x7-(1-x*), 
4x* —4x* +s? =0, 


_4+v16-16s° lvl- 
T > 


Ž 


(sin9*Y = 
Darbo dar daug, bet kelias aiškus. Beje, pasidomėkite, kodėl iš + prieš šaknį 


pasirinktas minusas. 


AN Perkelkite keturis degtukus taip, kad gautos figūros plo- 
tas būtų dvigubai mažesnis už kairėje pusėje parodyto 


/ NM trikampio plotą. 
/ M ——+ 
MD 


L) L. 
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Trigonometrinės lygtys ir nelygybės 


Kai jau išmokote viską rasti vienetiniame apskritime, nedaug naujų dalykų 
prireiks ir sprendžiant lygtis bei nelygybes. Iš tiesų negi sunku, Žiūrint į 
vienetinį apskritimą, užrašyti, pavyzdžiui, tokios lygties 
sinx = -1 

sprendinius? 

Būtent sprendinius, o ne sprendinį, nes kampų x, kurie tinka lygčiai, yra 
begalinė aibė: m 
pemg T 2rk, kez. 


Dabar užrašysime lygties sinx = a sprendinius. Žinoma, skaičius a turi bū- 
ti iš intervalo —1< a <1, jei norime gauti realiuosius sprendinius. 
Prireiks atvirkštinių trigonometrinių funkcijų, šiuo atveju arcsina. Įsidė- 
mėkite, kad priešdėlis arc, reiškia kampą! Taigi arcsina yra kampas, kurio 
T 
z" 
Kam prireikė pabrėžti, iš kokio intervalo yra 
arcsina ? Kitaip nesusikalbėtume, nes vien 
f intervale [0; 27] yra du kampai (išskyrus 
[2 TAM 7 atvejus a = 1 ir a = — 1), kurių sinusas ly- 
gus a, o apskritai, kaip jau matėte, tų kam- 
pų yra begalinė aibė. 
Intervalas parinktas taip, kad sinusas jame 
įgyja visas galimas reikšmes ir tik po vieną `“ 
kartą. Pagal šį principą, žiūrėdami į vienetinį apskritimą, nesunkiai suprasi- 
te visas pasirinktis: 


T 
sinusas lygus a, ir tas kampas yra iš intervalo |- 5> 


arcsina = |——1—l, arccosa — |0; 7|, 
2. 2 
T 

arctga — 3) arcctga — (0; 7). 


Dabar jau galime išspręsti lygtį sinx = a: 

x= (i -arcsina + mk, k E€ Z. 
Panagrinėkime, kaip gudriai tuo daugikliu (- 1) „pagriebiamas“ ir vienas, 
ir kitas paveikslėlyje parodytas kampas! 


Neskubėkite mokytis mintinai! Visas čia parašytas formules pirmiausia rei- 
kia „pamatyti“ vienetiniame apskritime, surasti jų logiką. 


5. TRIGONOMETRIJA 


cosx=a, x= žarccosa + 2nk; tgx=a, x=arctga + rk; 
ctgx=a, x=arcctga4+7k,keZ. 

Nesmagu, kai žmogus net lygtį tgx=1 sprendžia 

„pagal formules“. 

Pažvelkite į paveikslėlį ir pasakykite, ar atsakymui 


y= 12 nk, k € Z užrašyti reikia formulių? 


Pravartu prisiminti, kad 
arcsin(—a) = —arcsina, | arccos(-a)= 1 — arccosa, 


arctg(—a) =-arctga, arcctg(—a)= 7—arcctga, 
bet jei pamiršite, visai paprasta pasitikrinti įrodymu, pavyzdžiui, trečiąją 
formulę: cos(arccos(—a)) = cos(7 — arccosa). 
Prisimenate, arc reiškia kampą? Taip, čia mes skaičiuojame abiejose lygybės 
pusėse užrašytų kampų kosinusus. Pasinaudoję atvirkštinės funkcijos api- 
brėžimu ir redukcijos taisyklėmis, gauname: 
—a = —cosarccosa, —4a=-—a. 
Sprendžiant trigonometrines nelygybes, rekomenduojame naudotis vienetiniu 
apskritimu arba trigonometrinių funkcijų grafikais. Sioje knygoje mėgsta- 
mas vienetinis apskritimas. Zinoma, kalbama apie sprendimo finalą, kai iš 
pradinės nelygybės jau gauta elementari trigonometrinė nelygybė, pavyz- 


džiui, sinx > Ž 

Nelygybę pakeičiame lygybe sin x = 1 irvienetiniame apskritime nubrėžiame 

kampus, kurių sinusas lygus 1/2. 
Dabar plona linija brėžkite bet kokio kampo spindulį ir klauskite savęs: ar 
to kampo sinusas didesnis už 1/2? Jei ne, spindulį „ignoruokite“, jei galite 
4 — ištrinkite ir bandykite kitą kampą; jei taip, 
spindulį paryškinkite. Nė nepastebėsite, kaip 
| gražiai užbrūkšniuosite visą sektorių (žr. pav.). 
S) - Dar nubrėžkite ribiniams spinduliams „ausy- 
= tes“-rodykles ir imkite ne mažesnį kaip tokį ir 


š A | 2 ; ; 
tokį (šiuo atveju — anan = A ir ne didesnį 


kaip tokį ir tokį (šiuo atveju - T — asing = 


ST 
=> ) kampą. 
5 P 


Lieka užrašyti atsakymą: = +2rk<x< = +2rk, k=Z. 


Tiesa, kelias iki finalo, kol iš lygties ar nelygybės gaunama elementari lygtis 
ar nelygybė, gali būti nelengvas. Bet neišsigąskite - kelią įveikia einantis! 
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5.11 
Įrodykite, kad arctga +arcctga = > 


5.11 
SPRENDIMAS 


T 
tg(arctga)= tg p — arcctg a), 


Pritaikome redukcijos formulę: a = ctgarcctga, a=a. 


i p 1 5.12 
Įrodykite, kad arctg a = aee > 
5.12 
SPRENDIMAS, 


tg(arctga) = tefarcctgt}, 
a 


1 
T 
ctgfarcctg t] 
a 
a a=a. 


Va" 
Raskite si 2 „5.13 
askite sin anceis š UŽDUOTIS 
5.13 
SPRENDIMAS 
I būdas 
Ž 3 2 2% v5 
sin|arccos— |= ,|l— cos“ |arccos—| =,|l—|—| =—. 
3 3 3 3 


II būdas 
Nubraižome statųjį trikampį, kurio kampas yra toks, 
2 
$ kad cosy =>. 
x 3 2 
Vadinasi, arccos—= p. Iš stačiojo trikampio 
2 sin arccos 2 =siny=Ž 
TT. 
Pagal Pitagoro teoremą x“ =9-—4=5. 
Taigi X = V5 ir sin arccos= -5 


5. TRIGONOMETRIJA 


Apskaičiuokite: coslaris|- 
5.14 
SPRENDIMAS, 


I būdas 
1 
Pasinaudosime formule cos?’ aœ = ——— ir prisiminsime, kad kampas 
l+tg' a 
artg|-2 yra iš intervalo |——; —|, todėl šio kampo kosinusas yra teigia- 


mas solar 5] 


1+tg’ are 


II būdas 
Apskritime (ne vienetinio spindulio!) nagrinėjame kampus, kurių tangentas 


ra lygus L Tinka tik y, € = 
y Y8 12 Pı 7’ 2| 
Pagal Pitagoro teoremą 


= /25 +144 =13. 


12. 12 
cosy; ae 


=— 2 E OET lygti: 2(v2 = 1) -sinx +1-— tgx = 

(SPRENDIMAS) 
— Iš trigonometrijos formulių gauname: 
: l-t 2t 
sın x = zə COSX=——, tgx = ——-. 

š 1+17 1+t 1-1 
Šiuos rezultatus įrašome į lygtį ir toliau sprendžiame jau ne trigonometrinę 
lygtį! Tokia ir yra šio metodo esmė. 


2658-12 LEA 


cosx 


Spręsime „netradiciniu“ būdu, pritaikydami keitinį e5 =t. 


1+ l- 1-t 
4(V2 11 +1+7 1+2t+ť 
1+P 1-8 | 
a(V2—1+14P (14 
1+? (=t) (14t) 


5. TRIGONOMETRIJA ) 
(a(v2 -1+1 +e (= (+ Ą(L+ P), 


2; +4[42-1)P +21-4(J2—1)r=0. 


Gauname pirmąjį sprendinį: 


Toliau sprendžiame kvadratinę lygtį: 


P+2(42-1):-(2/2-3)=0, 
t„=-[(V2-1)+92-242 +14+2/2—3, 
+=1-42. 


PES Hy 5 y S X : S saaa 
Turėdami šią reikšmę, toliau lygtį spręskime ne tg—, o sinx atžvilgiu. Sis 
„triukas“ dažnai praverčia norint gauti „gražų“ atšakymą. 


21-42) B 


sinx = ————z=—-—-. 
1+(1- v2) 2 
Neskubėkime užrašyti atsakymo. Spręsdami algebrinę lygtį, dauginome iš 
(+e), iš (I—), prastinome iš (1 +£). Gali būti, kad dėl to „įsiveisė“ netin- 
kamų sprendinių. Patikrinkime. 


v2 


Jei snz=-Ż, tai tgx =-—l1 arba tgx=1,0 cosx = VŽ arba cosx = — 


(žr. pav.). 


Nesunku įsitikinti, kad iš dviejų rinkinių 


| l J2 v2 


sinx = ———, COSX=—, tgx=—-l| ir 
2 2 


: 2 „/2 
sinx=——, COSX=——, tgx=—-l 
2 2 


tinka tik pirmasis (paveikslėlyje jį atitinkantis kam- 
pas paryškintas). Taigi antrasis sprendinys yra 


x=- 12, neZ. 


Šio skyriaus pabaigoje pateikiamas KTU gimnazijos moksleivio Kestučio 
Cesnavičiaus sprendimas. Būtinai pažiūrėkite, kaip šį uždavinį išsprendė 
tarptautinių olimpiadų prizininkas. 
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5.15 | 
Išspręskite lygtį: 3sinx 4+4cosx =2. 


5.15 
SPRENDIMAS 


I būdas - - 
Padalykime visą lygtį iš V3 +4 =5: 
i g 4 2 
=-SINX )- —-C0SX = —. 
5 5 5 
Taip pasirinkę daliklį galėsime tvirtinti, jog yra toks kampas > kad 


? 3 
sng = 37 o cosy = $ (arba atvirkščiai), nes 


sin? y + cos? S La 
2 "Bi 
sing 3 


3 
Galima pasakyti kitaip: tg = 7 p= 7 (užtenka pagrindi- 


COS 
nės kampo reikšmės). 
Toliau sprendžiame modifikuotą lygtį: 


siny- sin x + cosy -cosx = Z, 
2 

cos(x- y)=4, 
5 

x-Ų= +arccos= + 2rk, kez; 


x= arctgŽ Æ arccos = +2rk, kez. 


II būdas 
Pakeisime visą lygtį, panaudodami pusės kampo trigonometrines formules: 


3-2sinŽ -cosŽ + 4| cos? Ž —sin? | =2. 
2 2 2 2 


sin? Ž + cos? z), 
2 2 
2cos? Ž +6sin% -cos —6sin? Ž = 0. 
2 2 2 2 


Gavome homogeninę lygtį (visi nariai — to paties argumento ir to paties laips- 
nio (sandauga vertinama kaip kvadratas) trigonometrinės funkcijos. 


Padalykime lygtį iš cos = ir e pažymėkime t. Tik nepamirškite patikrin- 


ti, ar lygties cos? > = (0 sprendinys nėra pradinės lygties sprendinys, nes 
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E p? X : b a OE E a sS 5 
dalijame iš cos? > 0. Tiesa, šiuo atveju tikrinti nereikia, nes iš homogeni- 


nės lygties matome: jei būtų cos? E 0, tai gautume, kad ir sin“ = =0, 0 
tai - nesuderinami dalykai! 
2+6:-617 =0, 
34421 3—/21 
= 1 
31421 x 
„Ig— 
6 2 6 


X, = zarctg El par k, keZ; 


A 
6 


tgŽ= 
Pa 


x, = 2arctg 


+ 271n, nEZ. 


III būdas 
Pritaikykime keitinį 5= t. Iš trigonometrinių formulių išplaukia, kad 


-Ê 2t 
7> sın x = z. 

+£ 1 

Sprendžiame tokią lygtį: 


tada cosx = 


6t  4-4ť 
ie iae 
6t +44 =2+2ť, 
3 —3t—-1=0. 


Tai ta pati lygtis, kurią buvome gavę spręsdami antruoju būdu, todėl toliau 
nebespręsime. 


X 
Dėmesio, pavojus! Nepamirškime, kad t85 reikšmė neegzistuoja, jei x ly- 


gus T, 37,57,... Jei šios reikšmės yra lygties sprendiniai, spręsdami šiuo 
būdu gausime klaidingą atsakymą. 


Pateikiame pavyzdį, kaip negalima spręsti. 


3cos x — 4sin x = —3; 


= 
873 ; 
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3-3 8 
1-5 TAr 
3—3 —8f=—3—3£, 
8: =6, 
3 
t=>, 
4 
ž-2, x= 2arctgŽ+ 27k, kez. 


Atsakymui kažko trūksta! 
Išspręskime šią lygtį antruoju būdu: 


L] 


afos Ž- sin Ž —4-2sinŽ-cosŽ =—3- 
2 2 2 9 


sk 5 X 
sın“ — + cos“ — 

2 2 
3cos? Ž —4sinŽ -cos =0, 

2 2 

cosž[3cosž sinz] =0; 

2 2 2 
cos =0, 

2 


3cosŽ — 4sinŽ = (). 
2 2 


Antroji lygtis yra homogeninė, dalijame ją iš cosž 0, o cos = 0 spren- 


dinius gausime iš pirmos lygties — niekas nedings! 


x=17+2rk,keZ, 


yi2 
LŽ 4 


3 
Atsakymas: x=n +2rk,k€Z arba x= zarie +2rn, nE Z. 
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Išspręskite lygtį: sin x + cosx = y2: 


5.16 
SPRENDIMAS 


l būdas 
Padalykime visą lygtį iš /2: 


i EE l 
—Sinx + —COSx= I, 


J2 J2 
Z 


: 2 
— sinx Paea =f, 
2 2 
TO RAE ii 
cos— -sin x +sin—:cosx =l, 
4 4 


. T 
sinlx+2 =f; 
4 


x+% =Z +2rk,kE€Z, 
4 2 


x=7+2k, keZ. 


Žinome, kad jums nepatinka, kai tiek daug reikia „pastebėti“: iš ko padalyti, 
kaip pažymėti. Be to, čia tik atsitiktinai gavome „gražią“ lygtį. 


II būdas 
Paverčiame lygtį homogenine: 


> 


2sin%-cosŽ + cos? Ž— sin? Ž = J2|sin? Ž cos? Ž 

2 2 2 2 2 2 

(v2 + 1)sin? Ž— 2sinŽ-cosŽ + (2 = 1)cos? Ž = (), 
2 2 2 2 


Padalijame lygtį iš cos“ (0) (kodėl nelygu nuliui?): 


Bailte Zagi; 
2 2 


| TEE 1 


2-(42 +1) „211 


"ži kez, 


i kSė 


(5. TRIGONOMETRIJA 
Štai bėda: atsakymą gavome, bet jis T Žinodami pirmuoju bū- 


du gautą rezultatą, galime spėti, kad arctg —=— = . Gal galime tai įrody- 


ti? Labai lengva, kai žinai, ko ieškai: 
T J2 
sin — — 1 
T E 
8 1+cos7 uA J2+1 
2 


nė nenumatydamas, kad tai „gražus“ 


Bet kas ims skaičiuoti arctg 


1 
E 
kampas z 


Ill būdas 

Kurio kampo sinuso ir kosinuso suma didžiausia? Pažvelkite į vienetinį ap- 
skritimą. Akivaizdu, kad atsakymo reikia ieškoti pirmame ketvirtyje, nes tik 
čia ir sinusas, ir kosinusas teigiami. 


< ją i T ik ; 

Kadangi sin0 + cos0=1 ir sa + gosg = 1, tai reikia klausti, ar ta suma 

gali būti didesnė už vienetą? Jei gali, tai ties kuriuo kampu? Dėl visiškos 
T 

reikšmių „simetrijos“ įtarti galima tik kampą g nes jis yra pirmo ketvirčio 


viduryje. Patikrinę 
4" 3 2 


sužinome ne tik tai, kad didžiausia suma gali būti V2, bet ir „išsprendžia- 
me“ duotąją lygtį. 


AO TOO OO OO OO OO OO OO 


Įrodykime, kad f(x)=sinx+cosx įgyja didžiausią 


reikšmę, kai x = A +2rk, keZ. 


(SPRENDIMAS) >) Ieškome f(x) ekstremumų: 


f'(x)=cosx-sinx, 
cosx —sinx =0, 


tgx=l1, 


x= 2 tak, kez. 


5. TRIGONOMETRIJA 
Patys nesunkiai įsitikinsite (nagrinėdami, kaip išvestinė keičia ženklą), kad 
x= g7 2rk,k€Z yra funkcijos maksimumų taškai, o x= I +2rn, 
n€Z -minimumų taškai. Maksimumai lygūs y2 , minimumai lygūs —J2. 
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5.17 
Išspręskite lygtį: cos3x + sin 2x — sin 4x = 0. 


5.17 
SPRENDIMAS 


Pritaikome formulę: 


a+ a-p 
3 —. 


sina — sin 8 = 2cos 


cos3x + 2cos3x-sin(—x) = 0, 


cos3x-(1—2sinx)=0, 


[cos3x = 0, 
[1- 2sinx =0; =(-1"-—+7n, ne Z; 
3 
—+70, nEZ 


Parodykime abi sprendinių aibes vieneti- 
niame apskritime: pirmąją - kryžiukais, 
antrąją — taškais. 

Matome, kad antroji aibė nieko nauja ne- 
duoda - pirmoji aibė apima visą antrąją 
aibę. 


Atsakymas: x = 2 + 2 k, keZ. 
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Išspręskite lygtį: sin“ 2x + cos“ 2x = sin 2x -cos 2x. 


5.18 
SPRENDIMAS, 


Pirmiausia pritaikome principą „pridėti ir atimti“: 
sint 2x + 2sin? 2x- cos? 2x + cost 2x — 2sin? 2x- cos? 2x = sin 2x- cos2x, 


2 


(sin? 2x + cos? 2x) —2sin? 2x- cos? 2x = sin 2x- cos 2x. 


Reiškinys skliausteliuose lygus vienetui — tokia ir buvo pirmojo žingsnio 


prasmė. 
Pažymėkime sin2x-cos2x=t. 
1-2 =t, 
2“ +1-1=0, 
1 
A =— 1, t = 2 


sin2x-C0S2x =—- I, 
sin4x = —2. 
Ši lygtis realiųjų sprendinių neturi. 


sin 2x -cos2x = LA 
2 
sin4x =1, 


4x=—+21k, keZ, 
AAS kez. 
8 2 


Atsakymas: tp kez. 


A Išspręskite lygtį: sin x+ cosx =1+sinx-cos x. 


5.19 
SPRENDIMAS 


Pažymėkime sin x + cosx = t. Pakėlę šią lygybę kvadratu, gauname: 
(sin x + cos x) =£?, 
sin? x +2sinx-cosx +cos’ x=f, 


R t —l1 
sn x -cosx = 2 a 


5. TRIGONOMETRIJA ) 


Sprendžiame tokią lygtį: 


2 

=f 
E 
t —2t+1=0, 
t=l1. 


Taigi sinx +cosx=1. 

Panašių lygčių jau sprendėme. Pasirenkame sprendimo būdą, kai lygtis pa- 
dauginama ir padalijama iš kvadratinės šaknies, kurios pošaknyje — koefi- 
cientų prie sinx ir cosx kvadratų suma: JV +P = „/2. 


pes 1 
V3|- sin > —CO0SX|=I, 


J2 J2 


T . R i 
PE ARIN 7 m 


J2 


2 


l 
J’ 


sin 


> 


T 
x+— 
4 


x+2=(-1-Z4 an, neZ, 
4 4 


x=(-1Y-Z-Z+ m nEZ. 


Tokį gremėzdišką atsakymą lengva supap- 
rastinti, sprendinių seriją pažymėjus vie- 
netiniame apskritime. 


Imkite n=0, n=1,n=2,...ir žymėkite 
kampus. 


Atsakymą galima užrašyti dvejopai. 


Pirmas variantas: 


x=2 +242, neZ. 
4 4 


Antras variantas: 


x=2 + 2rn, x= Zak, n,keEZ. 


5. TRIGONOMETRIJA 


5.20 

Išspręskite lygtį: 8c0sx-cos4x -cos5x =1. 
5.20 

SPRENDIMAS 


Padaugindami iš reikiamo daugiklio, kairėje pusėje tris kartus sukuriame 


konstrukciją 2sina-cosa =sin2a: 
8-c0sx-sinx-co0s4x -c0S5x =sinx, 
4.sin2x-cos4x-cos5x =sinx, 
4-sin2x-cos2x-cos4x-COS5x =sinx-C0S 2x, 
2-sin4x-cos4x-cos5x =sinx-coS 2x, 
sin8x-cos5x =sinx -C0S 2x. 

Įsidėmėkime, dauginant reikėjo pareikalauti: 
sin x = 0, cos2x #0. 

Dabar prireiks dviejų formulių: 


sina: cos 3 =Ż(sin(o +8) +sin(a — 8)); 


. A c 
sing + sin 8 = 2sin 


J(ini3x +sin3x)= Elsin3x -sinx), 


sin13x + sinx = 0, 


2-sin7x-cos6x = O; 
T 


Tx=7k,keZ, += 564 
T 
p= TBA += Tila ET A 
12 6 


Išsprendę nelygybes sinx = 0 ir cos2x = 0, gauname: 


XZTM, MEZ, 12, lez. 


ia AY ; De M i 3 į 
Antroji nelygybė iš antrosios sprendinių serijos „išmeta“ t 2k ir 


9r 


a 2rk,k €Z pavidalo sprendinius, o pirmoji nelygybė - iš pirmosios 


serijos „išmeta“ kas septintą sprendinį. 
Galutinis atsakymas toks: 


x=2kkeZ, k=7p, p€Z; X 5TpMNEeZ, n=3m+1, meZ. 
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DDODDODODODDODDODDODDODODODODODOR 3 
Išspręskite lygtį: | 


[eosž—2sinx)-sinx +|Lksinš -2eosx -cosx = 0. 


X . . 2 . X 2 mA 
co sinx — 2sin“ x + cosx + a iiia — 2cos“ x = 0, 


M X 
sin T +cosx=2. 


Šiuo atveju suma gali būti lygi 2 tik tuo atveju, kai abu dėmenys yra maksi- 
malaus dydžio: 


sin 


X 
x+—]|=1, 
4 
cosx =; 
p= auk keZ 
4 2 


x=2mn, nE Z. 
2m 8r 


x=;+—k,keEZ, 
5 5 


x=2mn, nE Z. 


Suprantama, kad reikia taip suderinti k ir n reikšmes, kad gautume tą pačią 
x reikšmę: 2r 8r 


Matome, kad imdami, pavyzdžiui, k=1, gauname n=1 ir x = 27. Bet 
negalime imti nei k =2, nei k =3 ir dar daug kitų reikšmių, nes tada n 
nepriklauso sveikųjų skaičių aibei. Tai kokias k reikšmes galime imti? Tiks 


1 
k=5m4+1, meZ, nes tada n= L =4m +1 tikrai yra sveikasis 


skaičius. 

Iš antrosios sistemos lygybės gauname galutinį atsakymą: 
x=21-(4m+1), meZ, 
x=2174+87m, MEZ. 

Atsakymas: 2r 4+-87m, m €Z. 


OLOLLO LOOOL OOL OL OL OLOLLO OOL OOL OOOO O LOO] 
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Kurioje skaičiavimo sistemoje teisinga ši lygybė: 
236 — 145 = 61? 


SPRENDIMAS) Skaičiavimo sistemos pagrindą pažymėkime p. 


2-p+3-p+6-p -4-p-5=6-p+1; 

p =f p= 0, 

p=-0 (netinka), p=7. 
Tai septynetainė sistema, kurioje visi skaičiai užrašomi skaitmenimis 0, 1, 2, 
3,4,5, 6. 
LSS 555555 55 


LŽS os Išspręskite lygtį: v1— cosx = sin x. 
5.21 
SPRENDIMAS 


Lygtį reikia spręsti kartu su šaknį apibūdinančiomis nelygybėmis: 


"A | cosx =0, 
1—cosx =Ssin“ x, cos“ x — cosx =, cosx =l, 
1— cosx 20, cosx <l, cosx <1, 
sin x > 0; sin x > 0; sin x > 0; 


Sistemos atsakymą lengva pamatyti viene- 
tiniame apskritime. Pastebėkime, kad ne- 
lygybė cosx <1 nieko „nedraudžia“, o 
nelygybė sin x > 0 nurodo, kad visi spren- 
diniai turi būti ne žemiau kaip abscisių 
ašis. 


Atsakymas: Ai 2 + 2nn, nE Z. 


5. TRIGONOMETRIJA ) 
; | | 5.22 
Išspręskite nelygybę: sinf—cos:> 1. UŽDUOTIS 


5.22 
I būdas SPRENDIMAS 


Nelygybę pertvarkome pritaikydami populiariausias trigonometrines for- 

mules. Tas principas dažnai įvardijamas taip: „pereiti prie pusės kampo funk- 

cijų“. 
„1 t 2 Sat ; 

ysin cos -—cos? 4 + sin’? — > cos? d + sin? i 

2 2 2 2 2 2 


sių cos =o >0, 
2 2 2 
Est t 

cos—-:|sin—— cos) >0. 
2 2 2 


Akivaizdu, kad nelygybei tinka cos =0, ty. t=r +2rk, k €Z. Toliau 
t 
dalydami, laikysime, kad BOSS = (). 


Sprendžiame sistemų sąjungą: 


TARK, TEET 
2 2 
sin" —cos->0, 21, 
2 2 2 


cos: <0 cos + <0 
2 2 


sl t t 7 e 
sin—-—cos—<0; ||tg—>1 (nes dalijome iš 
L Ž 2 2 neigiamo reiškinio); 
t 
Abiejų sistemų sprendinį 2 atžvilgiu patogiausia rasti grafiškai. 


Viršutinį sektorių gauname iš pirmos sis- 
temos, apatinį — iš antros, kartu įverti- 


t 
nome ir lygybės RoR = 0 tinkamumą. 


REE keZ; 
4 2 3 


Ąą 


„t2k<t<T+21k, keZ. 


Atsakymą galima parašyti ir taip: 


tE Z+ 2rk; T+21k,keZ. 


5. TRIGONOMETRIJA 


II būdas 

(V. Matiuchinas. „Matematikos uždavinių sprendimo praktikumas“, V., A.Var- 

no personalinė įmonė, 2003). 

Ay Vienetinio apskritimo taške M (x; y) yra 

y=x+1 teisingos lygybės: sint= y, Cost = x. 

á Taigi duotąją nelygybę galima užrašyti 
taip: y-x 21. 
Nubrėžiame tiesę y= X +-1 ir, pritaikę 
pavienio taško metodą (žr. 2.20 užduo- 

x tį), grafiškai išsprendžiame nelygybę. Į už- 
brūkšniuotą sritį patenka taškai, atitin- 
kantys kampus 


tel E ak T + 2akl, keZ. 


-1 


Išspręskite nelygybę: sinx- feos x+ 1) <0. 


5.21 
SPRENDIMAS 


Sprendžiame nelygybių sistemas: 


sinx <0, sin x > 0, 
1 1 
cosx > ——; cosx < ——. 
2 2 


Kiekvienai sistemai skirkime po vienetinį apskritimą: 


y 
f 
|| 


-T 4 2mk <x < 2rk, keZ; T p2an<x< 14 2an, neZ. 
Atsakymą galima užrašyti trumpiau (kaip?), bet uždavinys jau išspręstas. 
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a 
i ; pit sin x + cos y =— 
Išspręskite lygčių sistemą: + CERN 


3tgx =tgy. Fa 
a E) 


? 1 
sin x- COS y =n 


3sin x- cos y — sin y- cos x =Q. 


Pirmos lygties sandaugos reikšmę įrašome į antrąją lygtį ir gauname: 


sin x: cos y = 


> 


Alu Al- 


sin y: cosx = 


> 


Vieną sistemos lygtį atėmę iš kitos, o paskui lygtis sudėję, gauname tokią 
sistemą: 


: 1 
sin(x — y)= — 
sin(x +y)=1; 
x-y=(-1)- „Ela keZ, 


x+y=5+2mnnEZ. 
Lygtis sudėdami ir atimdami gauname: 


ra" Li ZaalĖ in 
12 4 2 
T kH T 
=(=] —47T 
Z 4 (=1) 12 
Patikrinkite bent vieną porą (x; y) reikšmių! 


Išspręskite lygčių sistemą: 


f : UŽDUOTIS 
2, — y)=3sinx-cosy—1, 


sin(x + y)= —2cos x sin y. 


> 
| SPRENDIMAS 
Panaudosime formulę 


sina:c0s 6 = =(sin(a +8)+sin(a — 8)). 


( 5. TRIGONOMETRIJA 


sin(x - y)= Ž (sin(x +y)+sin(x— y))—1, 


sin(x + y)=-(sin(x +y) +sin(y — x)). 


Pažymėkime: sin(x 4+y)=u, sin(x- y)=v. 


u=—u-4v; 
3u4+v=2, 
2u—v= 0; 
2 4 
ü=; V=-. 
5 5 


x-y=(-1) arcsin = + mn, nE Z; 


5 


x= zle- 1) arcsin = +(-1) arcsin $ +7(k+n) 


„k,neZ. 


y= H- 1) arcsin $ —(-1) arcsin $ +r(k-n) 


Nebijokite ilgų atsakymų! 


sin? x + sin? 2x = sin? 3x, 


5.26 š ; : 
5 Išspręskite sistemą: 1 
UZDUOTIS cosx <—l. 
2 
5.26 
SPRENDIMAS 


Iš pradžių spręskime tik lygtį: 
1—cos2x 1—cos4x _1—cos6x 


2 2 2 
1 — cos 2x — cos 4x + cos 6x =0, 


bd 


5. TRIGONOMETRIJA 


(1+c0s6x)- (cos 2x +cos4x)= 0, 

2cos? 3x — 2cos3x -cosx = 0, 

cos3x-(c0s3x — cosx) = 0, 

c0S3x -sin2x -sinx =0. 
Lygties sprendinius gausime prilygindami kiekvieną daugiklį nuliui, bet ieš- 
kokime tik sektoriuje, kurį apibrėžia nelygybė cosx < 4 
cos3x =Q, 


3x=5 + nk, kez, 


x=24Īk, keZ. 
6 3 
Sektoriuje yra šie sprendiniai: 


x= TAS +20k,keZ. 


sin2x =0, 
2x=mn, nEZ, 


T 
x=—n,nEZ. 
2 


Sektoriuje yra sprendiniai: 
x=r +2mn, nE Z. 
sinx =0, 
XxX= TM, MEZ. 
Sektoriuje yra sprendiniai: 
x=T7+217M, mE Z. 
Atsakymas: T + = +2rk, 1+2zan, k,nEZ. 


Išspręskite lygtį: 2- (J2 T 1) -sinx +t— tgx = 


cosx 


K.Česnavičiaus sprendimas 
(1 — v2): (-2sinx . COS X) +c0sx -sinx =l, 


(1-72): ((cosx —sinx) — 1) +cosx-sinx=1. 


Neblogai, tiesa? Nuo šios vietos sprendimas aiškus, bet kaip reikėjo pamatyti, 


5 o 2 
kad —2sinx-cosx =(cosx —sinx) —17 


( 5. TRIGONOMETRIJA 


Kęstutis sprendžia toliau: 
cosx -sinx =t; 


(1 = v2) ; (e = 1) +t=1, (padauginame iš (J2 + 1)) 
t -(42+1)t+V2=0, 
1) 4 =v2; 
cosx — sinx = V2. 
Tokias lygtis šiame skyriuje sprendėme įvairiais būdais. 


x=- 242 kez. 


cosx —sinx = l; 
x=2rn, nEZ. 


Atsakymas: 5 +2rk, 21n; k,neZ. 


OLOLLO O LOLOL OLOO OOL OOOO OOOO OOOO O] 


Dviejų sveikųjų skaičių sandauga yra triskart didesnė už tų 
skaičių sumą. Kokie tai skaičiai? 
Spręsime lygtį : 
x-y=3-(x+)), 
js 3x 
x-3 


Jei vardiklis bus lygus vienetui, tai y tikrai bus sveikasis skaičius. Taigi tin- 
ka skaičių pora (4;12). Būtent tokį atsakymą pateikia Davidas J. Bodycom- 
be knygoje „The Giant Book of IQ Puzzles“. Bet tinkamų porų yra daugiau! 
Pavyzdžiui, (6; 6). Mūsų knygoje pateiktas būdas grafiškai nagrinėti gali- 
mus lygties sprendinius. Raskite, kur tas būdas aprašytas ir pritaikykite jį 
šiam uždaviniui. 


6. PLANIMETRIJA 


Šio skyriaus uždavinių įvairovė tokia didelė, kad 
bendrų sprendimo principų pastebėsite nedaug. 
Pradėkime nuo patarimo, kad braižant brėžinius, 
svarbu išvengti iliuzijos, susidarančios tada, kai 
bendras tampa atskiru. Pavyzdžiui, paprašykite draugo 
nubraižyti trikampį. Tikriausiai pamatysite brėžinį 
panašų į šį: 


Bet juk tai lygiakraštis (geriausiu atveju — tik lygiašo- 
nis) trikampis! Uždaviniui spręsti kur kas geriau tiktų 
toks trikampis: 


Jei nepasakyta, kad trikampis statusis, pasistenkite, kad nė vienas kampas 
nebūtų artimas stačiajam. Jei kalbama apie apskritimo stygą - nebrėžkite jos 
horizontaliai. „Gražus“ brėžinys dažniausiai klaidina! 

Verta įsidėmėti tokį planimetrijos uždavinių požymį: jei pagal duotus duo- 
menis galima nubraižyti vienintelę tokią figūrą (trikampį, daugiakampį ir 
pan.), apie kurią kalbama, tai galėsite rasti visus atstumus, visus kampus, 
kurių tik panorėsite. Atvirkščiai, jei braižant aišku, kad rezultatas neviena- 
reikšmis, ne viską galėsite ir surasti. 


Pavyzdys. Dvi trumpesniosios tri- 
kampio kraštinės lygios 3 ir 4. Raskite 
aukštinės į ilgiausią trikampio krašti- 
nę ilgį. 

Bandome nubraižyti brėžinį. 
Akivaizdu, kad galima nubraižyti be 
galo daug trikampių su duoto ilgio 
kraštinėmis. Bet gal ieškomosios 
aukštinės ilgis nepriklauso nuo trikampio pasirinkimo? Priklauso, aukštinė 
AD tikrai nėra lygi aukštinei AD,. Uždavinys neišsprendžiamas. 


C 


( 6. PLANIMETRIJA 


Gali būti, kad perrašydami sąlygą, praleidome vieną žodį: „Dvi trumpesnio- 
sios stačiojo trikampio...“. Jei taip, tai aišku, kad ilgiausia trikampio krašti- 
nė yra įžambinė c= J37 +4 =5. 


A 
Dabar reikia paminėti tokį planimetrijos uždavinių 
sprendimo principą: arba tu visada pradedi spręsti 
nuo pačių pagrindų, arba tu naudoji didelį arsena- 
D lą galingų priemonių — teoremų, formulių, taisyk- 
lių. 
x% Parodysime tai toliau, spręsdami šį uždavinį dviem 
C B būdais. 
l būdas 
Tegul DB = x, tada AD =5-— x. Iš ACDB ir ACDA gauname: 
$+ =3, 9- x? +25-10x+x° =16, 
h? +(5—x) =4; 10x =18, 
x= 4 k’ =9- S 
5 25 
„=. 
2 
II būdas 


Sprendėjas žino apie šiame uždavinyje esančius panašiuosius trikampius 
(mato juos?) arba net iš karto prisimena šiuos ryšius: 


h AD 
DB h’ 
CB DB 
AB CB 
Toliau vis tiek tenka spręsti lygčių sistemą, bet gal ji jums pasirodys lengves- 


nė? 


3 =5- DB; 9=5x; 
h? 2] -Ž| „12 
5 5P „2 


Kitus principus ir metodus „pajausite“ tik išsprendę kelias dešimtis uždavinių. 


6. PLANIMETRIJA 


Įrodykite, kad lygiašoniame trikampyje atstumų 
nuo bet kurio pagrindo taško O iki šoninių krašti- YŽBUOTIS 


nių suma nepriklauso nuo taško O vietos. 6.1 
SPRENDIMAS 


AABC plotas S yra AOAB ir AOBC plotų su- 
ma: 


1 1 
S=5+5,=za-h + ah, = Za +h). 


S dydis nepriklauso nuo taško O padėties, todėl 

h, + h,turi būti nekintama suma. 

Pastebėkite, kaip lengvai išsprendžiamas šis už- 

davinys, gana netikėtai susiejus sprendimą su 
C trikampio plotu. 


Lygiagretainio ABCD viduje pasirinktas taškas 0. 
Įrodykite, kad A0AB ir AOCD plotų suma nepri- WŽBUOTIS 


klauso nuo to, kurioje vietoje pasirinktas taškas 0. 
—- e 
B C SPRENDIMAS, 
Per tašką O nubrėžę tiesę, statmeną 
kraštinei AB, matome, kad ji statme- 


L Nk na ir kraštinei CD, nes AB||CD . 
A 


KN 7 D Be to, matome, kad atstumas tarp AB 
i ir CD yra AOAB aukštinės A, ir 
AOCD aukštinės h, suma. Tai teisinga tašką O pasirinkus bet kurioje ly- 
giagretainio vietoje. A0AB ir AOCD plotų suma yra lygi: 
1 1 
2 2 
Taigi plotų suma priklauso tik nuo kraštinės ilgio ir atstumo tarp kraštinių, 
bet nepriklauso nuo taško O padėties. 


S==AB-h, +2CD-l, =—-AB-(h +h,). 


6. PLANIMETRIJA 


6.3 Įrodykite, kad bet kokio stačiojo trikampio apibrėžto ir 
įbrėžto apskritimų skersmenų suma lygi to trikampio sta- 
tinių sumai. (Matiuchinas V. „Matematikos uždavinių 
sprendimo praktikumas“, V., A. Varno personalinė įmonė, 

2003). 

6.3 
SPRENDIMAS 

Tarkime, kad trikampio statinių ilgiai yra 
air b, įžambinės - c, apibrėžto apskritimo 
spindulio - R, įbrėžto - r. Žinome, kad api- 
brėžto apskritimo centras yra įžambinės 
No viduryje (įrodykite!), todėl c=2R. Tri- 


kampio kraštinės yra įbrėžtojo apskritimo 


(N/ liestinės, o iš taško einančių liestinių at- 
LŽ karpų iki lietimosi su apskritimo taškais 
a ilgiai yra vienodi (įrodykite!). Be to, tri- 
— kampio stačiajame kampe iš įbrėžtojo ap- 
skritimo spindulių į lietimosi taškus ir sta- 
tinių atkarpų iki lietimosi taškų susidaro 


kvadratas (įrodykite!). 
Belieka sudaryti ir išspręsti paprastą lygčių sistemą: 


l+r=a, 
l+m=c, r-m=a-—2R, 
r+m=b, L 
2R=c; 
2r =a+b-—2R, 
a+b=2r+2R. 


Už ii Įrodykite, kad tiesė, einanti per trapecijos pagrindų 
vidurio taškus, kertasi su trapecijos kraštinių tęsiniais | 


viename taške. 
m 
SPRENDIMAS asi r 
„0 Pastebėkite, kad jau braižant brėžinį abejonių 


ETA nekelia teiginio teisingumas. Bet reikia įrodyti! 
"22. AAOD panašus į ABOC, du atitinkami tri- 
kampių kampai lygūs — tai kampai prie lygia- 
grečių tiesių, kertamų trečiosios tiesės. OQ, ir 
O0, yra minėtų trikampių pusiaukraštinės. Va- 
À dinasi, £DOO, = <CO0,, o tai ir reiškia, kad 
O. D taškai O, O, ir O, yra vienoje tiesėje. 
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Pitagoro teorema Desertas 


Keturis vienodus stačiuosius trikampius (sta- 

tiniai a ir b, įžambinė c) sudedame taip, kad 

D a. susidarytų kvadratas, kurio kraštinės ilgis 
(a+b). Viduje jo susidaro kvadratas, kurio 

b kraštinė c. Įrodykite! 

Dviem būdais skaičiuojame didžiojo kvadrato 

plotą ir iš rezultatų sudarome tapatybę: 


2 1 2 
(a+b) 424616, 
a I S Keli veiksmai ir gauname populiariosios Pita- 
b a goro teoremos rezultatą: 
a" +2ab +b’ =2ab + c° 
+b =e. 


55555 555S55S55S5SS5 


5 6 6 6 65 


600006660060( QOO 


ONE + TWELVE = TWO + ELEVEN 
Tai anagrama - kairėje ir dešinėje lygybės pusėse yra tos pačios raidės! 


6606060066090( OOO 


Įrodykite sinusų teoremą: jei a, b, c yra trikampio krašti- 
nės, a,0,y - kampai prieš atitinkamas kraštines, R - apie UZDUOTIS 
trikampį apibrėžto apskritimo spindulys, tai 
S LE) 
sing sing siny 


6.5 
SPRENDIMAS 


Duotas AABC. Nubrėžiame apkritimo skers- 
menį AD =2.R. “ABC = ADC =D, nestai 
įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į tą patį ap- 
skritimo lanką. 4DCA - statusis, nes jis remia- 
si į apskritimo skersmenį. Iš AADC gauname: 


3 


, b a 
sin 8 = —. Analogiškai gautume sina = — 


a c 
sin y = JR ir tuo užbaigtume teoremos įrody- 
mą. 
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6.6 Trikampio kraštinės yra a, b ir c, apie trikampį apibrėžto 
UŽDUOTIS/ apskritimo spindulys lygus R. Įrodykite, kad trikampio 
a-b-c 


plotas S išreiškiamas formule S= ik 


6.6 
SPRENDIMAS 


{v 


Zinome, kad trikampio plotas lygus pagrin- 

do ir aukštinės sandaugos pusei (galėtumėte 

| | b-h 

įrodyti?): S= = 

Iš stačiojo trikampio AABD gauname 

h=c-sina, todėl $=>-b-c-sina, 

Iš sinusų teoremos (žr. 6.5 užduotį) gauna- 
a 


me: = 2R, sina = eN 
2R 


singa 


Ši rezultatą įrašę į ploto formulę, užbaigiame įrodymą: 


pakpa E 
2 2R 4.R 


esena "TTT TTT TT TTT TTT TT IT TI 
Ptolemėjaus teorema ir keli nuostabūs rezultatai. 
Į apskritimą įbrėžtas keturkampis ABCD. Įrodykite, kad 
AD-BC + AB-CD = AC -BD (žr. pav.), t.y. kad keturkam- 
pio priešingų kraštinių sadaugų suma yra lygi įstrižai- 


nių sandaugai. 


SPRENDIMAS 
C 


Įstrižainėje BD pasirenkame tašką M taip, 
kad būtų {ACB = £MCD. 

Matome, kad CDB = “CAB, nes tai kampai, 
kurie remiasi į tą patį lanką. 

Vadinasi, AABC ~ADMC, nes tai trikampiai, 
kurių du atitinkami kampai lygūs. Galime už- 
rašyti: 

5 CD AC 


= arba AB-CD= AC -MD. 
MD AB 


6. PLANIMETRIJA ) 


Iš “ACB = <MCD lygybės išplaukia, kad ir 4BCM = £ACD, o tai reiškia, 
kad ABCM ~AACD ir 
HS „26 arba BC. AD = AC. BM. 
BM AD 
Sudedame gautas lygybes: 
AB-CD+BC-AD= AC-MD + AC. BM, 
AB-CD+ BC: AD = AC- BD. 


Pirmas pritaikymo pavyzdys. 


Tegul BC =1 yra apskritimo skersmuo (žr. 
pav.). Akivaizdžios tokios lygybės: 


AB =cosa, 
AC =sina, 
BD=cos), 
DC =sin0, 


AD =sin(a + 8). 
Paskutinė lygybė gaunama iš sinusų teo- 
remos (žr. 6.5 užduotį): 
AD 
sin(a + 3) 
Užrašome lygybę pagal Ptolemėjaus teoremą: 
AD-BC = AB-CD + AC- BD, 
sin(a + 3) =cosa--sin3 +sina-cos J. 


=2R=1. 


Paprasta, tiesa? 

Antras pritaikymo pavyzdys - kosinusų teorema. 

Į apskritimą įbrėžkime trapeciją (žr. pav.). 
Apskaičiuokime kraštinės AD ilgį: 
AD=a;+2-.CF, 

CF =b- cosa =b- cos(r — <C). 

AD =a+2-b-cos(r—C)=a-—2-b-cosC. 
Įrašome duomenis į Ptolemėjaus lygybę: 


p , c-c=b-b+a-(a-—2-b-cosC), 

| | c =° +b*-2-a-b-cosC. 

L Tai ir yra kosinusų teorema. Kodėl 
m - „kosinusų“, o ne „kosinuso“? Todėl, kad 
formulėje galima pakeisti kraštinių išdėstymą ir skaičiuoti kito trikampio 
kampo kosinusą, t.y. iš viso yra trys formulės. 

Matote, mūsų eros pradžioje gyvenęs mokslininkas Ptolemėjas žmonijai 


nusipelnė ne tik savo planetų teorija, bet ir matematikoje paliko gilų pėdsaką. 
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6. PLANIMETRIJA 


6.7 . . vp so . . . . 
touan Duotos trikampio kraštinės: 5, 7 ir 8. Raskite trikampio 
kampus. 


6.7 
SPRENDIMAS 


B Pasitikrinkime: trikampis, kurio visos kraš- 
tinės duotos, yra vienintelis (trikampių lygy- 
bės požymis), todėl tikrai galime rasti visus 
trikampio kampus ir įvairius atstumus (pa- 
vyzdžiui, pusiaukraštinių, pusiaukampinių, 

c aukštinių ilgius) trikampyje. 


Pritaikome kosinusų teoremą: 
@ =b +e —2-b-c-cos A; 
49 = 64 + 25 — 80- cos A, 
cos Á = 3 A=60“. 


Dabar pritaikome sinusų teoremą: 


a b. 
sind sinB’ 
7 8 


sin60° sinB’ 

sin B = n 
Skaičiuokime apytiksliai. Tokiai sinuso reikšmei tinka 81,79° ir 98,21° kam- 
pai. Kurį pasirinkti? Tiksliai nubraižę (kaip?) trikampį, matysime, kad kam- 
pas B yra smailus, bet kaip tai įrodyti? Pažiūrėkime, kokio ilgio būtų a kraš- 
tinė, jei kampas B būtų status, o b ir c būtų duoto ilgio kraštinės: 


a=Ẹv464—25 x 6,2. 
Vadinasi, kampas B būtų bukas, jei a būtų trumpesnė už 6,2. Bet ji yra ilges- 
nė, todėl kampas B yra smailus: B= 81,79“. 
Kampą C randame labai lengvai: 


C =180° —81,79* — 60° = 38,21". 


6. PLANIMETRIJA 
Lygiašonio trikampio pagrindas lygus 24, o šoninė 6.8 
kraštinė - 15. Raskite į trikampį įbrėžto ir apie tri- WŽDUOTIS 


kampį apibrėžto apskritimų spindulius. 
6.8 


Iš pradžių rasime įbrėžto apskritimo spindulį (žr. pav.). Įbrėžto apskritimo 
centras yra trikampio pusiaukampinių susikirtimo taške. Pusiaukampinė 
BD kartu yra ir aukštinė. 


B Iš stačiojo AABD gauname: 
E AD 
— = cos <A. 
rá ii AB 
ZX AN Pažymėkime 4O0AD=a. Aišku, kad 
A 12 4 
D 2 šo Taigi cos2a = — = —. 
2 15 5 
Iš AQAD gauname: r= AD -tga, 
4 
-cos2a _ 5 
r=12-t si 
E sin 24 -5K 


Dabar rasime apibrėžto apskritimo r Šio apskritimo centras yra stat- 
menų, einančių per trikampio kraštinių vidurius, susikirtimo taške (galite 
tai įrodyti?). 


Iš AABD gauname: 
AD 
sin 8 = —, 
ÆA i 
12 4 


sin ĝ =—=— 
15 5 
Iš AOEB gauname: 
R=05— ŽŽ. 
os J 
15 
— 2 =— s 
cos { 
TE 
5 


Pagalvokite apie ženklą prieš šaknį, kai naudojame lygybes 
sin2a = /1—cos?2a ir cos8 = y1- sin’ 8. 


Atsakymas: 4 ir 12,5. 


6. PLANIMETRIJA 
Duotos dvi trikampio AABC kraštinės AB =3, AC =6, 
UZDUOTIS kampas <BAC =607, o taškas D parinktas taip, kad 


s9 BD = DC. Raskite AD. 
Grim a 


l būdas 
Pasinaudosime kosinusų ir sinusų teoremomis. 
B BC? = AB? + AC? —2. AB. AC- cos60°, 
BC? =9+36—2-3:6:7= 27, BC = 343. 
3 D sin£ABC  sin60“ 
6 aa 
A C ; 
6 sin LABC = 6v3 =f, 
2-343 
Pasirodo, “ABC yra status! Tai nekeičia uždavinio esmės, tik šiek tiek pa- 
lengvina sprendimą: AD“ = AB" + BD’, AD = ,|9 + B 37 


2 


II būdas 


—, 


e e Ww AF=AB+AC, AD=- AF, 


l 

> r 2 

/aD|-VaB' = 
/ 


/ pere a 52 
6 =>-VAB +2-AB-AC+ AC = 


=L. J94 2-3-6-c0560° 736 = 


* erer EA 
2 2 


Kvadrato, į kurį įbrėžtas apskritimas, kampe įbrėžtas 
UZDUOTIS stačiakampis, liečiantis apskritimą (žr. pav.). Stačiakam- 


6.10 pio kraštinės yra 8 ir 16 cm. Raskite apskritimo spindulį. 


Tai labai paprasta! Stačiajame trikampyje AQAB 


16 
lg ilgis OA= R-16, ilgis AB= R-8. Pagal 
Pitagoro teoremą gauname: 
(R-16) +(R-8) = R", 


R? -48R +320 =0, 


R =24 +4576 — 320 = 24 +16. 


R=8 netinka, nes negalėtume įbrėžti stačia- 
kampio. 
Atsakymas: R = 40 cm. 


6. PLANIMETRIJA 


Įrodykite „drugelio teoremą“. 
Taškas M yra stygos PO vidurio taškas; iš lais- 
vai pasirinktų taškų D ir B, esančių vienoje ap- 
skritimo pusėje nuo stygos PO, per tašką M iš- 
vestos stygos DC ir BA; stygos AD ir CB kerta 
stygą PO taškuose X ir Y; reikia įrodyti, kad M 
yra atkarpos XY vidurio taškas. 

Internete galima rasti keliolika šios teoremos 
(„Butterfly Theorem“) įrodymų. Pateikiame vieną 
iš jų. 

Iš pradžių įrodykime pagalbinę teoremą (lemą): 


Lb dk G 


2 SE 
PX XD 
Ą Tai labai paprasta: AAPX —-ADXO, nes tai tri- 


kampiai, kurių atitinkami kampai vienodi: prie 
Q X yra vienodi kryžminiai kampai, £A = £Q ir 
<D=4P, nes tai kampai, kurie remiasi į tuos 
pačius lankus. 
Iš trikampių panašumo gauname lemoje nuro- 
dytą lygybę. Ją galima pertvarkyti taip: 
AX -XD= XQ- PX. 
Įveskime santrumpas: XM =u, PM =v. 
Galime užrašyti taip: 
XQ-PX =(v +u) (v-u)=v —w. 
Iš ADXM pagal sinusų teoremą gauname: 
XD | u „XD=-— u-sina 
sina sin(180*— (a +8 +7)) sin(a +8 +7) 
Iš AAXM gauname: 
AX 


u ax „USNS 


sing siny’ siny ` 
Užrašome sandaugą AX - XD: 
_ U-sina-sin6 
2 siny-sin(a+ 8+7) 
Kadangi AX-XD= XQ- PX =v° —u°, gauname lygybę, iš kurios galime 


AX - XD 


išreikšti u’: u’ -sina- sin 3 na 
siny-sin(a +8 +7) i 
"E v’ -sing sin(a + 8+7) 


u = 
sinasin 8 +siny-sin(a +8 +7) 


6. PLANIMETRIJA 


Dabar įsivaizduokite, kad pažymėję YM =w, atlikome visiškai analogiškus 
skaičiavimus. Ar patikėsite, kad gavome tokį patį rezultatą: 
2 v’ -sing sin(a +>3+3) 

2 sina-sin 3 +siny-sin(a +8 +7) 
Jei patikėjote, tai matote, kad u=w - teorema įrodyta. Jei nepatikėjote, 
būtinai viską padarykite patys! 
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Ww 


Nubrėžta apskritimo liestinė ir styga, einanti per lieti- 
UZDUOTIS/ mosi tašką. Įrodykite, kad «= 2-5 (žr. pav.). 

6.11 
SPRENDIMAS 


Žinome, kad apskritimo spindulys yra statmenas 
liestinei, jei spindulys nubrėžtas į lietimosi tašką. 
Taigi OB L BC. AAOB -lygiašonis, todėl jo kam- 
pai y prie pagrindo yra lygūs. 


T 
+8=-—, 
"a 
a+2y= T; 

a+2|5-5 =T, a= 28. 


6.12 Iš taško M, esančio šalia apskritimo, nubrėžtos dvi tie- 
UŽDUOTIS/ sės: liečianti apskritimą ir kertanti apskritimą (žr. pav.). 


S Įrodykite, kad MA’ = MB- MC. 
Gi —— | 
Įrodysime, kad AAMC —-ABAM. Sie tri- 


kampiai turi vieną bendrą kampą 4M. 


A 
== Įbrėžtinis “ABC lygus pusei centrinio 
- wy Kampo 4A0C. 


Bet ir “MAC = g AOE: (žr. 6.11 užduo- 
ti). Vadinasi, “ABC =<MAC, todėl 
AAMC ~ABAM. Iš panašumo santykių 
MA MC 
MB MA 
gauname MA“ = MB. MC. 


6. PLANIMETRIJA 


A Danas Braunas knygoje „Da 
Vinčio kodas“ mini „dieviškąją proporciją“ 


5 22 
2 


ždėje. Apskaičiuokime l ir d santykį. 
Apie penkiakampę žvaigždę galime apibrėž- 


ti apskritimą ir iš karto pamatysime, kad vir- 
< šūnės kampas lygus 36“, nes jis remiasi į 


— žr.1 skyrių | penkiakampėje žvaig- 


penktadalį apskritimo (įbrėžtinis kampas ly- 

gus pusei lanko, į kurį jis remiasi). 

Iš stačiojo trikampio AABC gauname: 
TA LAS k = 

i d 2sinl8 

Įrodymą, kad EKETO = rasite penktame šios knygos skyriuje. 

Dabar suprantame, kodėl penkiakampė žvaigždė mums atrodo graži. Ne tik 

nacistai (pasirinkę svastiką - saulės simbolį), bet ir bolševikai mokėjo pasi- 

rinkti simbolius! 


CLL LILLIA 


Trapecijos vidurinė linija lygi 10 ir ši linija dalija 
trapecijos plotą santykiu 3:5. Raskite trapecijos pa- \ZDUOTIŞ 


grindų ilgius. 
6.13 
SPRENDIMAS, 


b 
Trapecijos vidurinės linijos ilgis lygus pa- 
a+b 
grindų sumos pusei: 7“ 10. 
Vidurinė linija padalija duotąją trapeciją į dvi 
trapecijas. Trapecijos plotas lygus pagrindų 
sumos pusei, padaugintai iš aukštinės: 
Ž p, „ai 
2 
10+b 
S 3 Za t 
Iš sąlygos žinome, kad © = 4, todėl —2 — —Ž, 
2 a+l0 5 
2 


6. PLANIMETRIJA 


Sprendžiame lygčių sistemą: 


a+b = 20, = a 
ai E 
a+10 5 

5b = 60 —3b— 20, 

b=5, a=l5. 


Atsakymas: 5 ir 15. 


„6.14 Raskite trapecijos plotą, jei jos įstrižainės lygios 7 ir 9, o 
aukštinė lygi 5. 

6.14 
SPRENDI 


MAS 
B bC F -€E Duota: d =7, d, =9, h=5. 
pa Fa Papildykime trapeciją ACED taip, kad 
A h Pa būtų AC|DE. Tokiu atveju CE = AD 
4 z ir BE =a +b, t.y. šios atkarpos ilgis 
a D lygus trapecijos pagrindų sumai. 


Trapecijos plotas S -2-BE -h, todėl S= 5 BE-h. 


Dviem žingsniais, pritaikydami Pitagoro teoremą, rasime BE ilgį: 
BF = Jd} -h° = 481-25 = V56; 
FE = Jd? -h = J49—25 = V24; 
BE = BF + FE; 


s=L-(V56 +V24):5=5-(V14 + v6). 
2 


Keturios vieno metro skersmens statinės sustatytos 
viena prie kitos. Koks yra plotas tarp statinių? 


Atsakymas gaunamas labai lengvai: iš kvadrato, 
kurio kraštinė yra 1 m, ploto reikia atimti keturis 
ketvirčius skritulio, kurio spindulys yra 0,5 m, plo- 
to: 


S=1-r: 


6. PLANIMETRIJA 


Pažvelkite į paveikslėlį. Ar matote, kad x“ — y" = (x + y) : (x — y)? 


Morlėjaus stebuklas 


1899 metais Frenkas Mor- 
lėjus (Franc Morley) pa- 
stebėjo keistą dalyką: jei 
bet kokio trikampio kiek- 
vieną kampą dviem spin- 
duliais padalinsime į tris lygias dalis, tai spindulių susikirtimo taškai bus 
naujo lygiakraščio trikampio viršūnės. 


Internete galima rasti bent 12 šio „stebuklo“ (miracle) įrodymų. 


1 2 3 
Hanojaus bokštų uždavinys 
Yra trys vertikalūs strypeliai ir 
n n skirtingo dydžio diskų su 
kiaurymėmis centre, kad būtų 
galima diskus sumauti ant 
strypelio. Iš pradžių visi diskai 


sumauti ant pirmojo strypelio — nuo didžiausio apačioje iki mažiausio viršuje, 
mažėjimo tvarka. Reikia visus diskus perkelti nuo pirmojo strypelio ant 
trečiojo, išdėstant tokia pačia tvarka, kaip jie buvo ant pradinio strypelio. 
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( 6. PLANIMETRIJA 


Perkeliant galima pasinaudoti antruoju strypeliu, bet didesnio disko negalima 
dėti ant mažesnio, o vienas ėjimas reiškia nuimti tik vieną diską ir jį iš karto 
uždėti ant kito strypelio. 
Ėjimų (žingsnių), kurių prireiks perkelti n diskų nuo vieno strypo ant kito, 
skaičių pažymėkime V (n). Išvesime rekurentinę formulę šiam skaičiui rasti. 
Tarkime, kad jau mokame (n-—1) viršutinių diskų perkelti nuo pirmojo 
strypelio ant antrojo (pasinaudojant trečiuoju strypeliu). Tam prireiks 
V(n-1) ėjimų. Po to vienu ėjimu apatinį diską nuo pirmojo strypelio 
perkelsime ant trečiojo ir vėl prireiks V(n—1) ėjimų perkelti (1 —1) diskų 
nuo antrojo strypelio ant trečiojo (pasinaudojant pirmuoju strypeliu). 
Taigi V(n)=V(n—1)+1+V(n-1)=2-V(n-1)+1. 
Tai ir yra rekurentinė formulė: kai žinomas V(n—1) skaičius, galima rasti 
V (n) skaičių. 
Akivaizdu, kad V()=1, todėl 
V(2)=2-V(2-1)+1=3, V(3)=2-V(3-1)+1=7, 
V(4)=2-V(4-1)+1=15, V(5)=2-V(5—-1)+1=31. 
Iš gautosios sekos galime spėti, kad teisinga tokia nerekurentinė formulė: 
V(n)=2"-1. 
Įrodykime ją matematinės indukcijos metodu. 
Formulė teisinga, kai n=1: V(1)=1. 
Tarkime, kad formulė teisinga, kai n = m, ir parodykime, kad ji teisinga, kai 
n=mM41: 
V(m+1)=2-V(m)+1=2-(2" -1)+1=2"*!-1. 
Įrodymas baigtas. 


Hanojaus bokštų uždavinį galima spręsti be jokių strypelių ir diskų: sudėkite 
3-4 skirtingo formato knygas viena ant kitos ir kilnokite, numatę, kur ant 
jūsų stalo yra pirmojo, antrojo ir trečiojo „bokšto“ vieta. Įdomu! 


dia dida dia dia dia diia dida dida dida dica dida dida dia dida dka dida d 


(OC) Joeoee0e000608 


Visų lankų spinduliai 
vienodi, bet juk mums 
taip neatrodo, tiesa? 


= TT 
(OOC) )Jeoeoeoe0e0e0 


7. STEREOMETRIJA 


Šis skyrius bus visiškai neilgas, nes autorius nemėgsta braižyti erdvinių 
brėžinių. Nemėgsta, nes nemoka. Pastebėjote, kad kai žmogus ko nors ne- 
moka, nesugeba, nesupranta, jis sako: „Aš nemėgstu!“ 

Kita vertus, šiek tiek vaizduotės — ir stereometrija virsta planimetrija. Juk ir 
erdvėje įvairių atstumų ar kampų ieškome trikampiuose, trapecijose, apskri- 
timuose ir pan. Tiesa, yra naujas dydis — tūris. Čia praverčia bebrų teorija. 
Kiekvieno kūno (stačio ar pasviro), kurio neapgraužė bebras, tūris yra pa- 
grindo ploto ir aukštinės sandauga. Tai tinka ritiniui, prizmei, kubui, greta- 
sieniui. 

Bebro apgraužti kūnai yra piramidės (apgraužė labai talentingas bebras) ir 
kūgiai. Jų tūris yra tik trečdalis pagrindo ploto ir aukštinės sandaugos. Du 
trečdaliai medienos nuėjo perniek. 

Rutulys yra išimtis — bebras čia niekuo dėtas. Rutulio, kurio spindulys ly- 


gus R, tūris yra lygus V =f.z.R, o paviršiaus plotas D = 4-7.: R". Jei 
norite rasti rutulio nuopjovos ar išpjovos tūrį (paviršiaus plotą), ieškokite 
žinyno arba integruokite (žr. 13 skyrių). 

Taigi nesupykite - erdvinių brėžinių bus vos keli. Stengsimės išsiversti pro- 
jekcijomis, pjūviais. 


Tetraedro ABCD visos briaunos lygios 8. Taškai M ir N (auon) 
yra briaunų AB ir CD vidurio taškai. Įrodykite, kad 
MN LCD ir apskaičiuokite MN ilgį. 
ainas) 
MD yra lygiakraščio AABD pusiaukraštinė, to- 
dėl ji kartu yra šio trikampio aukštinė: 4 
MD = N8* —4* = 443. 
CM yra lygiakraščio trikampio ABC pusiaukraš- 
tinė ir aukštinė. Trikampis CMD yra lygiašonis 
(CM = MD),o MN yra ACMD pusiaukrašti- p 
nė į pagrindą CD. Vadinasi, MN yra aukštinė — 
tokia lygiašonio trikampio pusiaukraštinės sa- M 
vybė (įrodykite!). 


MN = JMD? — ND? = /48 16 = 4/2. 


7. STEREOMETRIJA 


7.2 Kubas, kurio kraštinė lygi a, kertamas plokštuma, ei- 
UŽDUOTIS/ nančia per trijų kubo briaunų vidurio taškus K, L ir M 


7.2 
SPRENDIMAS 


(žr. pav.). Raskite kubo pjūvio plotą. 


B, N Prisiminkime, kad per tris taškus, nesan- 
C, čius vienoje tiesėje, galima išvesti vienin- 
telę plokštumą. Taigi šis uždavinys iš- 
sprendžiamas vienareikšmiškai. 
Pažvelgę į brėžinį nesuabejosime, kad 
plokštuma eis ir per kitų briaunų vidu- 
C rio taškus N, P, O, bet tai reikia įrodyti! 
Pirmiausia įsivaizduokime pjūvį AB,C. 
Įrodykime, kad kertančioji plokštuma 
yra lygiagreti šiam pjūviui. LM yra 
AAA,B, vidurinė 
linija, todėl LM || AB,. KL yra AAA,D vidurinė lini- 
ja, todėl KL||DA,. DA,|| CB, (įrodykite!), todėl */2 
KL || CB,. Šių faktų pakanka minėtų pjūvių lygiagre- a 
tumui pagrįsti (kurių teoremų prireiks?). 
Išvados: KO || AC, todėl O yra DC vidurio taškas, o 
PN || CB,. a 
Analogiškai įrodę, kad kertančioji plokštuma yra lygiagreti pjūviui DA,C,, 
gausime, kad N yra B,C, vidurio taškas, o P yra CC, vidurio taškas. 
Dabar jau lengva įrodyti, kad pjūvis yra taisyklingasis šešiakampis, kurio 


Nė 
D 


kraštinės k yra S ilgio (žr. pav.). 


Raskime šio šešiakampio plotą. Nesunku įrodyti (pa- 
darykite tai!), kad taisyklingąjį šešiakampį sudaro šeši 
vienodi lygiakraščiai trikampiai. Trikampio kraštinė 
yra k, todėl trikampio aukštinė 


r- feJ- 
Ž 2 
plotas S, Em) k-h= = 
o šešiakampio plotas S = 6-5, = < |?) ež Mr 


Galima spėti, kad tai yra didžiausio ploto pjūvis, gaunamas kertant kubą 
plokštuma. Galite tai įrodyti? Bitės, lipdančios taisyklingojo šešiakampio for- 
mos korio akutes, bematant tai įrodytų! 
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Stačiosios prizmės (žr. pav.) briaunų ilgių proporci- 7.3 
jos yra tokios: a:b:c:d=3:4:5:10. Prizmės tūris WŽDUOTIS 


V = 480. Raskite prizmės briaunų ilgius. 73 
—— šio) 


Vieną „proporcinę dalį“ pažymėkime x. 
Tada a=3x, b = 4x, c=5x, b= 10x. 

Stačiosios prizmės tūris yra pagrindo 
(stačiojo trikampio, nes 3, 4, 5 yra Pita- 
goro trejetas) ploto ir aukštinės d san- 


dauga: 
paian 
2 
1 b 
V-= 2 3x-4x-10x, d 
i uk E, 
60 60 a 


Atsakymas: 6, 8, 10, 20. 


Taisyklingosios trikampės piramidės pagrindo kraš- 74 

tinės ilgis yra 2/3, o šoninė siena į pagrindą pasvi- 

rusi 30“ kampu. Raskite piramidės tūrį. Tą 
Prireiks dviejų brėžinių ir vaizduotės. Piramidės a 


pagrindas yra lygiakraštis AABC. Aukštinė BD 


yra ir pusiaukraštinė, todėl AD = į/3. 2 
=/AB* — AD?’ =J12-3 = 
OD yra trečdalis BD - tokia lygiakraščio trikam- 
pio savybė: OD = 1. 243 
Dabar žiūrėkime į kitą brėžinį. 
DF =2H, nes OF yra statinis, esantis prieš 30“ 
kampą - jo ilgis lygus pusei įžambinės ilgio. 
B A D C 
F? —OF* =0D°, 4H’? — H’ =I, H= 2. V3 

Piramidės ri plotas S = VAC 2 He 

2 F 

S=- L23. 3-3=343. 
Piramidės tūris V-2- S-H. = 
A 
D T O 


n 
3 3 
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Stačiosios prizmės pagrindas yra rombas, kurio krašti- 
UžBUSTIS nės lygios 24/3 cm, o du kampai yra po 60°. Trumpes- 


nioji prizmės įstrižainė su pagrindu sudaro 30° kampą. 
Raskite prizmės kitos įstrižainės ilgį ir prizmės tūrį. 
o 
SPRENDIMAS 
Duota: LBAD = £BCD = 60°, 
<D,BD = 30°, 
AD= DC=+= N3, 
Akivaizdu, kad AABD yra lygiakraš- 
tis, nes tai lygiašonis trikampis, kurio 
viršūnės kampas lygus 60“. 
Taigi BD = 24/3. Iš ADBD, gauname: 


1 


DD, = BD, - statinis prieš 30° kam- 


pą lygus pusei įžambinės. 
(2HY — H?’ = BD", 
3H?’ =12, H=2. 
AC lygi dvigubam lygiakraščio AABD aukštinės ilgiui: 


AC =2-412-3=6. 


Iš AACC, gauname: 
AC, = V36 +4 = V40. 


Prizmės tūris V = S: H. Pagrindo (rombo) plotas lygus jo įstrižainių san- 
daugos pusei (įrodykite!): 


S=Z-2V3-6— 615. 


V =6-/3-2= 1243. 
Atsakymas: V40 cm, 1243 cm". 


Tarakonas, tupintis ant atviros stačiakampio gretasienio formos dėžutės vir- 
šutinio kampo, priešingame apatiniame dėžutės kampe pamatė pyrago tru- 
pinėlį. 

Nurodykite tarakonui trumpiausią kelią iki pyrago, jei dėžutės matmenys 
yra tokie: pagrindo plotis — 15 cm, ilgis - 16 cm, dėžutės aukštis - 2 cm. 
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16 z madai A a S | SPRENDIMAS 
A, Pažvelkite į dėžutės išklotinę 


4 2 2 (mastelio nesilaikome). Tarakonas turi bėgti 
AB keliu arba A,B keliu. Kurį pasirinkti? 
AB = J18? +15° = V549; 
15 


AB= IT" +167 = „545. 


Taigi kelias A,B yra šiek tiek trumpesnis — 

p  tarakonas turi leistis ilgesniąja šonine siena. 
Zinoma, jis turi bėgti tiesiai, bet, nesinaudo- 
jant išklotine, tinkamai pasirinkti tašką 
C,(C) ne tik tarakonui, bet ir jums nebūtų 
lengva. Išklotinės principas pritaikytas spren- 
džiant dar kelis šioje knygoje pateiktus už- 
davinius. 


LALLbLbLbLLLKKLLLLLLLGKLLGLLLAKBGGG 


Į piramidę įbrėžtas rutulys, kurio tūris lygus 367. 
Visas piramidės paviršiaus plotas lygus 20. Raskite 


piramidės tūrį. 7.6 
SPRENDIMAS 


Uždavinys įdomus tuo, kad visai neaišku, apie kokią (taisyklingąją, trikam- 
pę, daugiakampę?) piramidę kalbama. Ar į bet kokią piramidę galima įbrėžti 
(„įdėti“) rutulį? 

Bet jei jau rutulys įbrėžtas, sujunkime jo centrą su piramidės viršūnėmis. 
Sujungimo linijos tampa briaunomis piramidžių, į kurias padalijama duo- 
toji piramidė. Kiekvienos dalies (piramidės) pagrindas yra viena duotosios 
piramidės siena (įskaitant pagrindą), o kiekvienos piramidės aukštinė yra 
įbrėžto rutulio spindulys. Įsivaizduojate? 

Dabar išspręsti uždavinį — vieni niekai. 


4 
Rutulio tūris V=Ž1-R, todėl „TR =36r, R=3. 


1 
Duotosios piramidės tūris V, S „R, čia S, = 20- visų po suskaidymo 


gautų piramidžių pagrindų plotų suma. 


V = 7-20-3=20. 


P 
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7.7 Stačiakampio gretasienio įstrižainė kertasi su šešiomis 
UZDUOTIS/ iš 12 gretasienio briaunų (tai akivaizdu), o trumpiausi 


atstumai nuo jos iki kitų šešių briaunų yra 2/5 (du- 


30 15 
kart), — (dukart) ir — (dukart). Raskite gretasienio 
v13 v10 8 


E briaunų ilgius. 
Sianas) ——T = --T-— 


Apskaičiuokime vienos iš šešių briau- 
nų, pavyzdžiui, Æ B,, nesikertančių su 
įstrižaine AC,, trumpiausią atstumą 
iki įstrižainės. 

Sis atstumas lygus atstumui iki plokš- 
tumos ABC,, lygiagrečios briaunai 
A,B,. Tai reiškia, kad galime ieškoti at- 
stumo A, iki tiesės BC. 


BC, =4b" +e. 


Dviem būdais skaičiuokime ABB,C, plotą S: 


Analogiškai galima surasti kitus du sąlygoje nurodytus atstumus („cikliš- 
kumo taisyklė“): 


h, e a 
Ja* +b? 
h, S 


Sudarome ir išsprendžiame lygčių sistemą: 


c-b 2.2 
—-25 EP gig, = 
pk 20 e P 20 
a-b 30 13-a7-b S 1 1 B 
žr =q +b, -Apn 
Jœ +b v13 900 b a 900 
T E 5 1 1 2 
ac 5. Mat „pra ataei 
la +e v10 225 e a 
TERETERE E MEE E 
ažymeėkime: 20 900° 45 
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Toliau sistemą spręsime Gauso būdu (žr. 8 skyrių), nors nesunkiai ją iš- 
spręstumėte bet kuriuo jums žinomu būdu. 


i 1 0|k 11 O0|k 
(oi ago L |m | 
+ 

101 |n 1 -1 1 |n-k 


11 6 |k 
110 |k i ji 
~ |011 |m spn „LT, 2 
2 l0 0 2 |n-k+m e r 
0 0 1 n-K+-M 
2 
ii g mak h 
2 
+ 010 n-k+m 
2 
00 I n-k4+m 
2 
Ai + )- 1 
2 2(45 20 900) 225° 
kat. ga 
a@ 225 
E PE S E 


l 
b? 900 225 100° 


i i Bi i 
mes 655, 
<? 225 900 20 25 


Atsakymas: 15, 10, 5. 


a E E E A AA 


Keturi turistai nakčia bėga per džiungles nuo juos besivejančių plėšikų. Gru- 
pelė pribėga prie kabančio liepto per prarają. Lieptu gali eiti tik vienas arba 
du žmonės, einant būtina pasišviesti žibintuvėliu, kurį turistai turi tik vie- 
ną. 
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Pirmas turistas (A) yra jaunas, greitas, patyręs — jis per lieptą gali pereiti per 
vieną minutę. Antrasis (B) turistas sugaišta dvi minutes, trečiasis (C) - pen- 
kias minutes, o ketvirtajam (D) persikelti reikia net dešimties minučių. 
Sudarykite tokį turistų persikėlimo planą, kad visai operacijai būtų sugaišta 
kuo mažiau laiko. 


Pateikiame dvi persikėlimo per 17 minučių schemas. Vienas iš 
SPRENDIMAS) persikėlusiųjų visada turi grįžti, nes reikia pernešti žibintuvė- 


lį. Skaičiai rodo kiekvienam etapui sugaištą laiką. 


Be 2 A |1 
C C 
— 10 — 10 
D D 
A- | Be 2 
A A 
— 2 — 2 
2 | 
17 17 


Gal galite pasiūlyti geresnį planą? 


Brėžinyje parodyta kūgio išklotinė. Raskite kūgio tūrį. 
7.8 
SPRENDIMAS 


Raskime lanko L ilgį. Jis lygus šeštadaliui apskritimo, ku- 
5 “| rio spindulys 5, ilgio: 


Le ps a 
6 3 


L L yra kūgio pagrindą sudarančio skritulio perimetras, to- 
dėl pagrindo spindulys R apskaičiuojamas taip: 
L- 53 


2 6 
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25 
Pagrindo plotas $= TR" = 3477 0 kūgio aukštinė 


H=J57— R = 5-2- 255, 
Apskaičiuojame kūgio tūrį: 


EEE ES n 


3 "356 6 


Statusis kūgis lygiagrečia pagrindui plokštuma pa- 
dalytas į dvi vienodų tūrių dalis. Kokiu santykiu 


padalyta kūgio sudaromoji? 79 
ooog 


Pažymėkime: 
FC =H, FD =h, FA= L, FE =l =x, EA =y. F 


Viso kūgio tūris V = TR -H, viršutinės kūgio 


1 X 
dalies tūris V. =— r" -h. 
3 
V=2-V, LB 2; E 
' 1-3 

Ph 4 R C 
Iš panašiųjų trikampių AABC ir AEFD gauname: 

Ža 

r h I 


Taigi 


Atsakymas: = 
x 
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7.10 Statusis kūgis lygiagrečia pagrindui plokštuma padaly- 
UŽDUOTIS/ tas į dvi vienodų šoninio paviršiaus plotų dalis. Kokiu 


710 santykiu padalyta kūgio sudaromoji? 
siu ——— — 


Pasinaudosime 7.9 užduoties brėžiniu ir žymenimis. 

Kūgio šoninio paviršiaus plotas yra S= 7- R-L. Šią formulę labai lengva 
išvesti pasinaudojant kūgio išklotine ir proporcijos taisykle: viso skritulio, 
kurio spindulys yra L, plotas yra mL’, o perimetro ilgis - 27L. Sektoriaus, 
kurio lanko ilgis yra 27R, plotas S randamas iš proporcijos: 


TL > 2nL 
S —- 21R 
s „TL TR „RL. 
2nL 
Pažymėję S, viršutinės kūgio dalies šoninio paviršiaus plotą, gauname: 
-R.L 
E Ža 25 
S, m-r-l 
L 2 
Kadangi PE tai H "PA Z7, AY = „/2, LAN k 
Atsakymas pam sa 
X 


7.11 Į kūgį, kurio sudaromoji su pagrindo plokštuma sudaro 
UŽDUOTIS/ 60“ kampą, įbrėžtas rutulys, kurio spindulys yra 1 cm. 


ži Raskite šio kūgio šoninio paviršiaus plotą. 


Kūgio ašinio pjūvio AABC - lygiakraštis (įrodykite!), todėl 


B OD=R=ŻBD, o AD = BD- tg30°. 
ŽN BD=3-R=3, 


ap 3.13 - JB. 


3 


D C Šoninio paviršiaus plotas S=7- AD- AB (žr. 
7.10 užduotį). 


S=7-/3-24/3 = 67. 
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Kūgio ašiniame pjūvyje kampas tarp sudaromųjų 7.12 
yra 120°. Sudaromosios ilgis yra 2. Raskite didžiau- WŽDUOTIS 
Iš pirmo žvilgsnio gali pasirodyti, kad didžiausio ploto yra 

ašinis pjūvis. Parodysime, kad taip nėra. 


sio ploto pjūvį, kertant kūgį plokštuma, einančia per 
kūgio viršūnę ir dvi sudaromąsias. =D 

Pažymėkime: „ABC =a, AB=1I=2, BD =h. 

Trikampio AABC plotas yra 


S, =Ż- AB- BC-sina. 


Norite, kad išvestume šią formulę? Tai 
labai paprasta, pažvelkite į šį brėžinį: 


h=asina, 
ENT 

2 

| 2 
S=-a-b-sina. 

2 


Taigi S, = > I" -sina. Akivaizdu, kad šis plotas yra didžiau- 
sias tada, kai sina = I, t.y. kai a = 907. Šiuo atveju didžiausias plotas yra 
l a 
S, = 2 2 = 2; 
Ašinio pjūvio a = 120", todėl ašinio pjūvio plotas $, yra mažesnis: 
1 v3 
RL, 
2 2 
Pažymėkime xOBD = 3. Raskime šį kampą, t.y. kampą, kuriuo reikia kirsti 
kūgį, kad gautume didžiausio ploto pjūvį. 
Iš stačiojo (dabar jau žinome, kad jis yra statusis) lygiašonio trikampio 
AABD gauname: 
AD=BD, 2AD'=U", AD=BD= J2. 


Iš kūgio ašinio pjūvio matome, kad kūgio aukštinė H = OB =1, nes tai sta- 
tinis prieš 30° kampą trikampio, kurio įžambinė /= 2. 


OB 

— = COS, 

BD R 

A 
Jo 2” 

8=45“. 
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7.13 Ant stalo padėtas kubas, uždengtas kūgio formos piltu- 
UZDUOTIS/ vėliu. Piltuvėlis liečia kubo viršūnes ir stalo paviršių. 
Kokio ilgio yra kubo briaunos, jei piltuvėlio aukštis yra 


- 12? 
7. EA 10, o (E D skersmuo - 12? 


a na aaa 
Viskas tampa aišku nubraižius du pjū- 


vius: išilginį per kūgio ašį ir skersinį ta- 
me aukštyje, kuriame piltuvėlis liečia ku- 
bo viršūnes. 
Tegul kubo briauna yra x ilgio. 
AABD ~AMBK, 
BD BK 
AD "MK" 
A 10 10-x i 
LAN 


6 R 
2 a 
R= z| afz 2 
2 2 2 
5 10-x 
AB 
— į. 
2 
60 
5/2 +6 


714 Kambario kampe yra 10 cm spindulio rutulys. Koks turi 
būti didesnio rutulio spindulys, kad į tą pati kampą iri- 


dentas didysis rutulys liestų grindis, dvi sienas ir mažą- 


; jį rutulį? 
7.14 
SPRENDIMAS Ar 


Tegu didžiojo rutulio spindulys R, o mažo- 
jo r. Įsivaizduokime pjūvį per rutulių cen- 
trus ir kambario kampą (žr. pav.). 
Atstumas RO gali būti apskaičiuotas dviem 
būdais. Pirma, tai kubo, kurio kraštinė R, 
įstrižainė (nuo didžiojo rutulio centro iki 
grindų ir dviejų kambario sienų yra vieno- 
das atstumas R): 


OA=4| R? +R + R? =/3-R. 


152 
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Taip pat gauname 0,4 = V3-r. 

Kitu būdu OA atstumą apskaičiuojame pagal brėžinį: 
OA= R+r+43-r. 

Suradome lygtį: 


J3-R= R+r+ V3-r. 
Kadangi r — 10, tai 


R(43—1)=10-(43 +1), 
R=10-(V3 +2). 


Is idaiskis is dai ia iais 
Senovės indų uždavinys 

Trys pavargę keliautojai užėjo į vargingą pakelės smuklę. Šeimininkas galė- 
jo pasiūlyti tik keptų bulvių. Kol bulvės kepė, visi trys keliautojai užmigo. 
Po kurio laiko vienas iš jų prabudo, pamatė ant stalo dubenį su bulvėmis, 
suvalgė trečdalį bulvių (savo porciją) ir vėl užmigo. Taip pat pasielgė ir kiti 
du vienas po kito pabudę keliautojai. Kai smuklės šeimininkas vėl rado vi- 
sus keliautojus miegančius, dubenyje buvo likusios aštuonios bulvės. 
Kiek bulvių šeimininkas buvo atnešęs savo svečiams? 


Uždavinį lengva išspręsti sudarius lygtį, bet galima jį tiesiog 
„išvynioti“ nuo galo. 

Aštuonios bulvės yra du trečdaliai to skaičiaus, kurį gavo bulves suskaičiavęs 
trečiasis prabudęs keliautjas. Vadinasi, jis pamatė 


5 = 12 bulvių. 


SPRENDIMAS 


Atsargesniems pravers proporcijos taisyklė: 


2 af 
3 
1-8 
1 — X, x=—. 
2/3 


Antrasis keliautojas pamatė 12- : =18, bulvių, o pirmasis - 18- Ž =27 bul- 


ves. 


Taigi šeimininkas atnešė 27 bulves, pirmasis suvalgė devynias bulves, antra- 
sis — šešias, trečiasis — keturias ir aštuonios bulvės liko. 
Verta pirmam prabusti! 
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Pažaiskime tokį žaidimą. 

1. Tu užrašai, bet man nerodai, triženklį skaičių, kurio pirmojo ir paskutinio 
skaitmenų skirtumas yra du arba daugiau. 

2. Užrašai tą patį skaičių iš kito galo: trečiasis skaitmuo tampa pirmuoju, 
pirmasis - trečiuoju. 

3. Iš didesniojo skaičiaus atimi mažesnįjį. 

4. Prie gautojo rezultato pridedi skaičių, gautą tą rezultatą užrašius iš kito 
galo. 

Dabar aš pasakau, kad gavai 1089. Pataikiau? 


Pavyzdys: 

1. Pasirinktas skaičius 297. 

2. Skaičiaus „inversija“ - 792. 
3. Skirtumas: 792—297 = 495. 
4. Suma: 495 +594 = 1089. 


Įrodymas, kad visada gausime 1069. 
Tarkime, kad sugalvoto skaičiaus skaitmenys yra abc, skaičiaus dydis yra 
100-4 +10-b+c. 
Po antrojo žingsnio gauname: 

| (1004 +10-b+c)-(100-c+10-b+a)|=99-|a-c]. 
Rezultatas gali būti vienas iš šių skaičių: 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, 
891. Pastebėkite, kad visų šių skaičių vidurinis skaitmuo yra 9, o kraštinių 
skaitmenų suma irgi yra 9. Prie tokio skaičiaus pridėdami jo „inversiją“ visada 
gauname 1089. 


(OC) )eoeoe0000000 A 
Jokio balto trikampio tarp juodų 
sektorių nėra, bet jūs jį matote, 


tiesa? 


(OCO)C)eeee000e0000 & Eri ė 


8. MATRICOS, 
DETERMINANTAI IR 
TIESINIŲ LYGCIŲ 
SISTEMOS 


Svarbiausia įsidėmėti, kad matrica yra moteriškosios, o determinantas - vy- 
riškosios giminės. Pamenate, moters ir vyro kai kurie esminiai skirtumai ne 
iš karto matyti: moteris gali gimdyti, o vyras - ne; determinantą galima ap- 
skaičiuoti, o matricos - ne. 

Bet yra ir panašumų, pavyzdžiui: ir vyras, ir moteris valgo; ir matricą, ir 
determinantą galima padauginti iš skaičiaus. 

Matrica yra stačiakampė skaičių ar kitų matematinių objektų lentelė. Kvad- 
ratinės (tik kvadratinės!) matricos determinantas yra ta pati lentelė, tik jau 
kitaip pavadinta (determinantu), kitaip pažymėta (skiriasi vertikalūs brūkš- 
niai, skliausteliai ir pan.) ir turinti visai kitą prasmę. Jau sakėme, kad deter- 
minatą galima apskaičiuoti, o apskaičiuoti matricą — absurdas. 

Įdomu tai, kad matrica (5) ir determinantas |5| yra tiesiog skaičius 5, bet 
skaičiaus savotišku apibendrinimu reikėtų laikyti matricą, o ne determinantą. 
Apibendrinant, pakylant vienu matematikos objektų hierarchijos laipteliu 
aukštyn, atsiranda naujų savybių, keistenybių. Tuoj pamatysite, kad gali 
būti A-B = B.A. 

Parodysime, kaip matricos ir determinantai naudojami sprendžiant tiesinių 
lygčių sistemas, bet nemanykite, kad tai vienintelė pritaikymo sritis. 
Tolesniuose skyriuose bus dar keletas įdomių pavyzdžių. 
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Prie matricos A pridėkite matricą B: 
UZDUOTIS 1 3 23 
1) A= „ B= ; 
—2 5 0 1 


2) A=(1 2 3), 5-|| “ i 


—1 0 1 
1) Eaus82 k a 
E -2 5) (0 1] [-2 6f 
2) Sudėti ar atimti galima tik vienodo formato matricas, t.y. abiejų matricų 
eilučių ir stulpelių skaičius turi sutapti. 
Taigi sudėti ar atimti matricas reiškia sudėti ar atimti atitinkamus jų elemen- 
tus. 


„8.2 Matricą A padauginkite iš matricos B: 
UZDUOTIS 


8.1 
SPRENDIMAS 


3 —2 1 
1) a=ļl5 0 3j, B= | 
210 3 
1 12 100 
2 A=[2 1 2|, B=|0 1 0l; 
=2: 1 3 0 0 1 


2 
3) A=(-5 2 3), B= al 


0 
4) A=(3 2) 85 | 
2 ? LZ 1 
5 6 
1 2 
5) 4-| ! B=|7 8 
3 4 
9 10 


SPRENDIMAS E ka ai 
Sudauginti matricas nėra taip paprasta, kaip sudėti ir atimti. 


Pirmiausia reikia įsidėmėti, kad ne bet kokio formato matricas apskritai ga- 
lima sudauginti — formatai turi būti suderinti taip: 


mxn 


A "B. = Casp: 
„Ah 
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Tai reiškia, kad pirmosios matricos stulpelių skaičius turi būti lygus antro- 
sios matricos eilučių skaičiui. 

Beje, matricos A elementas a; yra i-tosios eilutės ir j-tojo stulpelio sankir- 
toje. Indeksų (taip vadinami i ir j) supainioti neįmanoma: eilutė yra moteriš- 
kosios, o stulpelis — vyriškosios giminės, todėl eilutės indeksas „praleidžia- 
mas į priekį“. 

Antra, reikia žinoti, kad A-B nebūtinai lygu B- A, net jei formatai sude- 
rinti. Aišku, kad sukeisti daugiklius vietomis galima tik tada, kai abi matri- 
cos yra vienodo dydžio ir kvadratinės. 

Daugybos procedūra yra tokia: vieną po kito apskaičiuojame sandaugos 
(matricos C) elementus c;;, „susiūdami“ i-tąją matricos A eilutę su j-tuoju 
matricos B stulpeliu; „susiūti“ reiškia sudauginti atitinkamus elementus ir 
visas sandaugas sudėti; įsidėmėkite, kad rezultatas Cij „padedamas“ į eilutę, 
kurios numeris atitinka elementą Cij „pagimdžiusios“ A matricos eilutės nu- 
merj, o stulpelio numerį „sufleruoja“ panaudotojo B matricos stulpelio nu- 
meris. 

Dabar jau galime spręsti: 


1) Aza Ba = Gy; 
4 1 


3 -2 1)[ 1 31 — 2-0 + 1-(-2) l 
5 0 3||0[=[51 + 0-0 + 3-(-2)[=|-1 
2 1 0/[-2) (21 + 1-0 + O-(-2) 2 
2) As Bs = Cs 
tt 
1 1 2)|[1 0 0 L. 2 
2 1 20 1 0/=[ 2 1 2 
—2 1 3/(0 O0 1 —2 1 3 


Keista, sudauginę matricas gavome matricą A. Nieko keisto, matrica B yra 
vienetinė (dažniausiai žymima raide E), todėl daugyba iš B atitinka daugybą 
iš vieneto. 
Nesunku įsitikinti, kad visada A-E = E- A, jei tik galima dauginti. 
3) As: B = Gas 
2 
(-5 2 3)|-1[=(-12)=-(12). 
0 
Padauginti matricą iš skaičiaus reiškia padauginti iš to skaičiaus visus matri- 
cos elementus. Determinantas iš skaičiaus dauginamas visai kitaip! 
4) Am: B= Goi 
—1 


(3 al, = 2). 
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5) A,,-B,; — matricų sudauginti negalima! 


=C,,,. Padarykite tai! 


x2 


Galima sudauginti B,,,- A, 
1-2 


—3 0 
8.3 i i = 2 —3= 
E O ziė Įrodykite, kad matrica A | ó 2 yra x +2x—3-=0 


lygties šaknis. 


8.3 
SPRENDIMAS 


Bematant rasite, kad duotosios lygties šaknys yra x =—3 ir x, =1. Matricą 
A galima užrašyti taip (prisiminus, kad padauginti matricą iš skaičiaus reiš- 
kia padauginti iš to skaičiaus kiekvieną matricos elementą): 
1 0 
0 1 
čia E - vienetinė matrica. 
Daugyba iš vienetinės matricos prilygsta daugybai iš vieneto, todėl matrica 
A yra skaičiaus (- 3) ekvivalentas, o tai reiškia, kad ji turėtų tikti lygčiai. 
Patikrinkime. 

-3 8211-23 0 -3 0 1 0) [0 0 

: +2. =3 = 4 
0 —3) (0 -3 0 -3 0 1j) (0 0 


Pastebėjote, kaip visus skaičius pakeitėme matricomis? 


o so ao ale o) 


4=-3| |=-s-z, 


0 9 
0 0) (0 0 
0 oj lo of 


1 0 
Nesunku įsitikinti, kad ir matrica B= h | atitinkanti šaknį x, = I, tin- 


ka lygčiai. Be to, abi šaknis atitinkančios matricos gali būti bet kokio dy- 
džio, pavyzdžiui: 


-3 0 0 
A=| 0 -3 0 
0 0 —3 


Šis pavyzdys rodo, kad skaičiai yra atskiras matricų atvejis - dvimačio pa- 
saulio vienmatis pėdsakas. 
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Nubraižykime orientuotą grafą (graikas, išgirdęs žodį „grafo“, žinotų, kad 
mes kažką užrašome; prisiminkite žodžius telegrafas, monografija, grafolo- 
gija ir pan.). Grafais galime pavaizduoti įvairius procesus, reiškinius, siste- 
mas. 


Įsivaizduokite, kad keturios šio grafo viršūnės žy- 
mi keturis miestus, o grafo šakos rodo esant tie- 
3 sioginius lėktuvų reisus (norėdami supaprastin- 
ti uždavinį, rodome tik vienos krypties skrydžius) 
iš vieno miesto į kitą. 
l Sudarykime matricą, kurios elementas lygus 1, jei 
yra šaka iš viršūnės, atitinkančios eilutės nume- 


4 ri, į viršūnę, atitinkančią stulpelio numerį: 
0 0 1 0 
Aa 1 0 0 1 | 
0 0 0 0 
i: 010 
Apskaičiuojame A“: 
0 0 1 0)(0 0 1 0 0 0 0 0 
1 0O O AL 0 O 1 1020 
0 o o ojlo 0 o of |0 0 0 of 
1 O 1 OJ{1 O 1 0 00 1 0 


Skaitome: iš pirmo ir iš trečio miesto su vienu persėdimu negalima nuskris- 
ti į jokį kitą miestą; iš antro miesto yra vienas dviejų atkarpų ilgio maršru- 
tas į pirmą miestą ir du tokie maršrutai į trečią miestą; iš ketvirto miesto su 
persėdimu galima nuskristi į trečią miestą. 

Patikrinkite: A“ parodys trijų atkarpų ilgio maršrutus (toks šiuo atveju 
yra tik vienas: 2—4—1—3). Matote, kokios naudingos matricos! 


S555555555 
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Žinome, kad nėra tokio realiojo skaičiaus, kurį pakėlę kvadratu gautume 
neigiamą skaičių. O ar yra koks nors realus matematinis elementas, kurio 
kvadratas yra neigiamas? 


1 0 
Imkime vieneto analogą — vienetinę matricą E = p N! Pakėlę kvadratu 
| 0 1 51-10 1 0 
matricą I = „ gauname: Į“ = =— =—E. 
-1 0 0 —1 0 1 


Stai kur tikras menamasis vienetas I! 


„8.4 Apskaičiuokite determinantą: 
UZDUOTIS 3 2 1 


0 —1 2 
1 0 —3 


8.4 
SPRENDIMAS 


Yra trys populiarūs būdai trečios eilės determinantui apskaičiuoti: 1) pagal 
trikampių schemą; 2) pagal Sariuso schemą; 3) „skleidžiant“ eilutės arba 
stulpelio adjunktais. 

Pirmojo būdo nerodysime. Tai pats rizikingiausias, gremėzdiškiausias, tik 
trečios eilės determinantams tinkamas būdas, bet vos jį parodai studentams 
— užsikrečia kaip virusu ir nebegalima jiems įsiūlyti nieko geresnio. 
Sariuso schema irgi nenaudotina, bet pasižiūrėkite. 


3 22 1 3 —2 =3-(—1)-(-3)+(-2)-2-1+1-0-0— 
a 1-(-1)-1—3-2-0—(-2)-0-(-3)= 


ta 1 k S =9-441=6. 
VŽ 3 
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Galima ir kitaip: 


Žas 
< ~ 


Taigi, greta prirašius du pirmuosius determinanto stulpelius arba apačioje — 
dvi pirmąsias eilutes, sukuriama schema, pagal kurią apskaičiuojamos trys 
sandaugos, prieš kurias rašomas minusas, ir trys sandaugos, prieš kurias 
rašomas pliusas. Sudėjus (atėmus) sandaugas gaunama determinanto reikš- 
mė. 

Žymiai patogiau ir patikimiau naudoti trečiąjį būdą, tinkantį bet kurios ei- 
lės determinantui. 

Pirmiausia prisiminkime, kas yra minoras ir adjunktas. Iš determinanto iš- 
braukus eilutę ir stulpelį, kurių sankryžoje yra elementas a; , gaunamas 
viena eile mažesnis determinantas - minoras M;j (žodis minoras - aiški užuo- 
mina, kad tai mažas liūdnas determinančiukas...). 

Prieš minorą A; parašius tinkamą ženklą (pliusą arba minusą), gaunamas 
adjunktas Ap. 

Prieš pirmojo (esančio viršutiniame kairiajame determinato kampe) elemen- 
to a,, minorą M, reikia parašyti pliusą (t.y. - nieko nerašyti!), kad gautu- 
me adjunktą A,, = M,,. Toliau - kaip šaškių lentoje: juoda - balta, juoda — 
balta,...; pliusas — minusas, pliusas - minusas,... Žinoma, galite išmokti for- 
mulę A; =(-1) /-M;, bet ar mokėsite ja pasinaudoti? Baksnojant pirštu 
surasti tinkamą adjunktui ženklą - lengviau. 

Dabar jau galime pasakyti, kaip apskaičiuoti determinantą: reikia pasirinkti 
bet kurią eilutę arba bet kurį sulpelį, pasirinktos eilutės (stulpelio) elementus 
padauginti iš jų adjunktų ir sandaugas sudėti. 


A e ; k 2 
Pradėkime nuo antros eilės determinanto, pavyzdžiui: 


Išskleisime jį (taip sakoma apie determinanto skaičiavimą šiuo būdu), pa- 
vyzdžiui, antrosios eilutės elementais: 


4. —2 
5 3 


Pastebėjote, užrašėme daugiklį (-1), nes antros eilutės pirmojo elemento mi- 


=5-(—1)-|—2|+3-|4|=10+12= 22. 


norui |- 2 reikia minuso, kad gautume adjunktą. 
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Niekas taip neskaičiuoja antros eilės determinantų! Skaičiuoja taip: 
4 -2 
5.3 
Taigi viena sandauga įstrižai - su pliusu, kita sandauga įstrižai - su minu- 
su. Skleidimą parodėme tik todėl, kad nesuabejotumėte matematinio princi- 
po universalumu. 

Dabar apskaičiuosime užduotyje duotą determinantą, išskleisdami jį pirmo- 
jo stulpelio elementais: 


=4-3-(-2):5=22. 


Jea A 
o ai ala a a a 34+(-44+1)=6 
R 2 0 -3 0 -2 ai 41 ki 


Matote, kaip pasisekė, kad stulpelyje buvo nulis - antrąjį dėmenį skleidinyje 
iš karto buvo galima ignoruoti. O, kad nulių būtų daugiau... Galima „pasi- 
gaminti“! 

Prisiminkime kai kurias determinanto savybes. Jos suformuluotos eilutėms, 

bet tas pats tinka ir stulpeliams. 

1. Determinanto ženklas pasikeičia priešingu, jei dvi eilutės sukeičiamos vie- 
tomis. 

2. Determinantas, kurio dvi eilutės proporcingos, lygus nuliui. 

3. Bendrą eilutės elementų daugiklį galima iškelti prieš determinanto žen- 
klą. 

4. Determinanto reikšmė nepasikeičia, jei vienos eilutės elementai, padau- 
ginti iš nelygaus nuliui skaičiaus, pridedami prie atitinkamų kitos eilutės 
elementų. 

„Gaminant“ nulius eilutėje arba stulpelyje, svarbiausia yra 4-ji savybė. 

Dar kartą apskaičiuokime determinantą, prieš tai „užmušę“ elementą (-3). 


3-2 1] J3 =2 10 
0-1 Zlsj0 =1 2|= 


1 0 —3 |1 0 0 
DON 


Nulių „gamyba“ tiesiog būtina apskaičiuojant ketvirtos, penktos ir aukš- 
tesnių eilių determinantus. 


Apskaičiuokite determinantą: 
UZDUOTIS 2213 0 4 


—1 2 0 1 —1 
2 1 1 2 —3. 
1 3-1 -1 0 
0 1 3 2 —2 


10 
|--4+10-6 
2 
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8.5 
SPRENDIMAS 


Pirmiausia reikia išsirinkti „silpniausią“ eilutę (stulpelį) — tą, kurioje leng- 
viausia „gaminti“ nulius. Šiuo atveju geriausiai tiks antroji eilutė, nes joje 
vienas nulis jau yra, o kiti elementai maži. Nulius antroje eilutėje „gaminsi- 
me“ panaudodami ketvirtąjį stulpelį: 


-2 1 3 0 4 -2 1 3 0 4 
-1 2 0 1 -l 0 0 O 1 0 

2 1 1 2 —2=5|4 —3 1 2 l= 
1 3-1 -1 0 0 5 —l —l A 
0 1 


Išskleidę antrosios eilutės elementais (kiek ten to skleidimo!), gavome ketvirtos 
eilės determinantą. Dabar nulius gaminsime pirmame stulpelyje, po to — ant- 
roje eilutėje: 


-2 1 4 
-1 7 7 34 0 7 
0 -1 7 
=-2|5 -1 -I|=-2|0 0 -||= 
0 5 -I -I 
-2 6 4 18 2 4 
0 -2 6 4 E 
3 
34 0 
=-2- = —2-34-2 = —136. 
18 2 


Apskaičiuokite determinantą: 36 
Tr 
4 5 6. 
8.6 
SPRENDIMAS 


7809 
Iš trečiojo stulpelio atimkime antrąjį stulpelį (atitinkamus elementus), o iš 
antrojo stulpelio atimkime pirmąjį stulpelį. Gausime tokį determinantą: 


1 1 1 
4 11. 
7 11 


Du šio determinanto stulpeliai vienodi, todėl (žr. determinanto savybes, 8.4 
užduotį) determinantas lygus nuliui. 

Sį determinantą lengva prisiminti, nes jame eilutėmis surašyti skaičiai nuo 1 
iki 9. 
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8.7 ičiuoki i ; 
DE Eini 


2 —1 2 1 
L: = S, E 
—2 0 3 2 


8.7 
SPRENDIMAS 


„Prigaminkime“ nulių virš pagrindinės determinanto įstrižainės (iš kairiojo 


viršutinio kampo į dešinįjį apatinį kampą). 


i 2 -I0 00 0 0 0 0 
2 -1 2 i 2 341 2-4 4 
o G S G 1 21l |1 1 2 1 
a w 3 al a 6 2 -6 0 -7 0 


Dabar sukeiskime antrąją eilutę su ketvirtąja (determinantas pakeičia ženklą), 
o po to - trečiąjį stulpelį su antruoju (determinantas vėl pakeičia ženklą): 


ı 0 00 jı 0 0 0 
5 => 40 126 O 
= =1:(-7)-1-(-2)=14 
t 224 14 02 A 
3 48 a 4.32 


Matote, skaičiavimą užbaigėme sudaugindami pagrindinės įstrižainės ele- 
mentus. Bet juk taip ir gautume, skleisdami determinantą eilučių elemen- 
tais! 


1 2 3 
Duota matrica A=|1 —1 6l. 
3 -2 0 


Apskaičiuokime matricos A determinantą |Al: 


L. 2 3 i» 2 8 
-2 -1 -5 
|A|=|1 -1 644 =|-1 -5 0=3- =51. 
3 -2 
3 -2 0 3 -2 0 
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2 4 6 
Tegu B=2-A=|2 -2 12|. 
6 -2 0 
2 4 6 1 2 3 
Apskaičiuokime |B|: |B|=|2 —2 12|=2-2-2-|1 —1 6|=8-51= 408. 
6 -2 0 3 -2 0 


Kodėl |B| = 2-|A|? 


Raskite matricos A atvirkštinę matricą A“': 8.8 
12 1 UŽDUOTIS 


A=|2 —1 2 
1 —1 1 
8.8 
l SPRENDIMAS 
Atvirkštinę matricą galima apskaičiuoti taip: A'=—- A]. 


4 22 
čia A, - transponuota matricos A adjunktų a, ans kad at- 
virkštinė matrica egzistuoja tik tada, kai |A| = 0. 

Apskaičiuokime | Al: 
L 2 = t 3 2 
|A|=|2 -1 2|=|2 1 0|=-((-2)-1-1)=2 
L —1 1 10 0 


(-1) 
(sudauginome nepagrindinės įstrižainės elementus, todėl prieš sandaugą - 
minusas; palygink su 8.7 užduotimi). 
Dabar darykite taip: iš pradžių, palikdami nemažus tarpelius, surašykite ad- 
junktų pavadinimus ir lygybės ženklus; po to po kas antro lygybės ženklo 
parašykite po minusą; surašykite minorų „rėmelius“; į tuos „rėmelius“ su- 
rašykite reikiamus skaičius; apskaičiuokite adjunktus; skaitydami adjunktų 
reikšmes eilutėmis, o rašydami jas į matricą stulpeliais (transponuodami), 
užpildykite adjunktų matricą. 
Tik taip, laikydamiesi griežto veiksmų nuoseklumo, išvengsite klaidų. 
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= 2 2 2 2 Si 
A= =i AÁ == =0; 3 =—-l; 
= 1 i i 1 1 e 
2 SA L. i 1 2 
A, =— =—l; A, = = 2; AÁ, =— =3; 
a Ė 1 2 8 a ; a 
Pae pi Ma Pas i =] X 1 2 s 
A 2 3 322 2 2 3 > 339 —1 x. 
r = 3 1/2 —1/2 3/2 
A™`=>]|0 2 —4|=| 0 | =p 


—1 3 —5) (-1/2 3/2 -5/2 
Patikrinkime. Atvirkštinė matrica yra tokia matrica, su kuria teisingos šios 
lygybės: 
A-A'=A"-A=E. 


dna E ; i ARA 
Kitaip sakant, A“! = Pi Matrica su jai atvirkštine susijusi kaip 5 ir z 
Dauginimas iš atvirkštinės matricos iš tiesų yra dalybos veiksmas: 


2-1 
B 


Padauginkime A“! iš A: 
1/2 —1/2 520 2 o (I 
0 1 —2 | |2 —1 2|=|0 
—1/2 3/2 521 -1 1) (0 
Įsitikinkite, kad ir A4- A ' = E. 


8.9 2 . Šias a. 
Raskite a 2“ matricą: 


A=|2 —3 1 
3 —5 —-1 
8.9 
SPRENDIMAS 
Parodysime dar vieną būdą atvirkštinei matricai sudaryti. 
Duotąją matricą praplečiame, jai iš dešinės prirašydami to paties formato 


vienetinę matricą. Atliekame gautosios matricos elementarius pertvarkymus: 
1) keičiame vietomis eilutes (stulpelius); 


166 


8. MATRICOS, DETERMINANTAI IR TIESINIŲ LYGČIŲ SISTEMOS ) 


2) bet kurią eilutę (stulpelį) dauginame iš bet kokio nelygaus nuliui skai- 
čiaus; 

3) vienos eilutės (stulpelio) elementus, padauginę iš bet kokio skaičiaus, pri- 
dedame prie atitinkamų kitos eilutės (stulpelio) elementų. 

Pertvarkymų tikslas — „perkelti“ vienetinę matricą į kairiąją pertvarkomos 

matricos pusę. Tada dešinėje pusėje susidaro atvirkštinė matrica A“. 

Matote, kad elementarieji pertvarkymai panašūs į veiksmus apskaičiuojant 

determinantą, todėl nesupainiokite, kas kiekvienu atveju leistina ir kas ne- 

leistina. 


pirmąją eilutę padauginame iš (—1) 


3 >4 35 100 ir pridedame prie trečiosios; 
-3 1 [0 1 Oj> pirmąją eilutę padauginame iš (—2) 
3 -5 -1 '0 0 1 ir pridedame prie antrosios eilutės, 


padaugintos iš 3 


antrąją eilutę padauginame iš (—1) 
ir pridedame prie trečiosios; 
trečiąją eilutę padauginame iš 7 

ir pridedame prie antrosios; 
trečiąją eilutę padauginame iš (—5) 
ir pridedame prie pirmosios eilutės 


antrąją eilutę padauginame iš (—1); 
antrąją eilutę padauginame iš 4 
ir pridedame prie pirmosios; 


pirmąją eilutę padalijame iš 3 


1 0 0|-8 29 -11 
—>|0 1 0|-5 18 —-7|. 
001 1 -3 1 


—8 29 —11 
Atsakymas: A“!=|-5 18 —-7|. 
1 -3 1 
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_ 8.10 Raski ; k 
askite matricos A rangą: 


1 2 3 

4 5 6 
A= 

7 8 9 


Jei matricoje yra nelygus nuliui r-tos eilės minoras, o visi 
(r +1)-os eilės minorai lygūs nuliui (arba tokių sudaryti negalima), tai mat- 
ricos rangas yra r. 

Atlikime matricos elemenatrius pertvarkymus (žr. 8.9 užduotį): 


CDCI) (-1) 
SAN ZA 
t 2 3 L 2 3 L 1 1 
4 Neo 
4 5 65 4 5 6 4 1 1 O 
7 8 9 789 7 2.1 
—2 -4 —6 0 00 0 0 0 
(-2) 
1 10 , 010 1 00 
3 0 oX] o 0 E 
— — — ? 
600 000 000 
000 000 000 
Pagrindinėje įstrižainėje likusių vienetukų skaičius ir yra matricos rangas: 
r(A)=2. 


Atliekant elementarius pertvarkymus, eilutes ir stulpelius vietomis keisti ne- 
būtina (daugeliu atvejų bus daug geriau, jei nekeisite!) - „nebesunaikina- 
mų“ vienetukų skaičius rodo matricos rangą. Vienetukų pozicijos atitinka 
vietas, kuriose yra bazinio minoro elementai. 


Išspręskite lygčių sistemą: 
UŽDUOTIS/ (34 2y—2z=6 


x—y+2z=5 
8.11 
SPRENDIMAS 


2x+y-z=2. 
Sudarykime matricas: 


3 —2 -2 
A=|1 -1 2j, X=|yl, B=|5 
2 1 —i Z 
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l būdas 
Panaudosime Kramerio formules: 
A, A, A, 
LE? "E. Z=; 
A A A 


čia A=|A| - matricos A determinantas; A, (A,, A,) yra determinantas A, 
kurio pirmasis (antrasis, trečiasis) sulpelis pakeistas laisvųjų narių (matri- 
cos B) stulpeliu. 

Taigi teks apskaičiuoti keturis determinantus. Padarysime tai be komenta- 
rų, pabandykite išsiaiškinti arba apskaičiuokite savaip. 


3-2 -2 31 8 


1 8 
A=|1] —1 2|=| 1] 0 0|= =-— 19, 
3 5 
2 1 —lI| 2 3 —5 
6 —2 —2 [10 0 —4 
10 —4 
A =|ļ5 -1 2ļ|=|7 0 mas pmm 
2 1 —l1 2 1 -1 
Mac 
—19 
3 6 -2 |-1 2 0 i 5 
Asl 5 2|=|5 9 0|--) 18 
5 9 
2 2 -1 2 2-1 
siea, 
—19 
3 —2 6 7 0O 10 
7 10 
A,=|] -1 5=|3 0 7|=- =—19, 
3 7 
2 1 2 2 12 
| 
—19 


II būdas 


Užrašykime matricinę lygtį: 
A-X=B. 
Parodykime, kad tai yra tiesiog kitoks duotosios lygčių sistemos užrašas: 
3 —2 —2)[x) [6 
1 —1 2|-|y|=|5|- 
2 1 —4||Z 2 
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Sudauginę kairėje lygybės pusėje esančias matricas, gauname vieno stulpelio 
trijų eilučių matricą (kartais studentams atrodo, kad toje matricoje yra trys 
stulpeliai...): 

3x = 2y = 2Z 6 

x — y — 2z|=|5|. 

2x + y — z 2 
Matricos lygios, jei lygūs atitinkami jų elementai. Užrašykite tai iš šių mat- 
ricų lygybės ir pamatysite duotąją lygčių sistemą. 
Išspręskime matricinę lygtį Æ- X = B, padaugindami abi lygties puses iš 
kairės iš matricos A“: 

A`. A-X=A`'-B, 

E-X=A"-B, 

X=A"-B. 
Taigi reikia rasti atvirkštinę matricą A ', padauginti ją iš matricos B ir gau- 
sime atsakymų matricą (stulpelį). 
A! apskaičiuosime elementariųjų pertvarkymų metodu (žr. 8.9 užduotį). 


3 -2 —2|1 0 0 3-2 -2|1 0 0 
1 -1 2O 1 00 1 -8|1 -3 0ļ|> 
2. 1 =1/0 0-1 O —7--112 0 =3 


22 108 o LL a 0 0 
+|6 14 8|1 3 6|=>|0 1 -8| 1 3 6) 
o 5 =57|9 -21 —3) lo o 1 |=3/19 7/19 1/19 


3 —2 0|1319 14/19 2/19 
—|0 1 0|-519 -1/19 8/19|—> 
0 0 1|-319 7/19 1/19 


1 0 1/19 4/19 6/19 
>lo 1 
0 0 

1/19 4/19 6/19) (6 | | 


0 
0|-519 —1/19 8/19|. 
1|-3/19 7/19 1/19 


X=|-5/19 —1/19 8/19|- 
—3/19 7/19 1/19) (2 

III būdas 
Populiariausias ir patogiausias yra Gauso būdas. Svarbiausia, kad šis būdas 
tinka ir tada, kai |A| = 
Spręsdami darysime tokius pačius matricos elementariuosius pertvarkymus, 
kaip ir skaičiuodami matricos rangą (žr. 8.10 užduotį), bet įsidėmėkite du 
esminius skirtumus: 
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1) veiksmai atliekami su išplėstąja sistemos matrica - laisvųjų narių stulpeliu iš 
dešinės papildyta matrica A; 
2) veiksmai atliekami tik su eilutėmis. 


3 -2 -2|6 1 -1 215 

1-1 215 i R 3 —2 -2|6 = 
(-3) (-2) 

2 1 —1|2 2 1 —-1|2 


1-1 2 |5 Nė) 1 -1 215 
= |0 1 -8|-9 —|0 1 —8|-—9]j. 
0 3 —5|-8 0 0 1919 


Po pagrindine matricos įstrižaine gavus nulių trikampį (toks ir buvo tiks- 
las!), daugelis autorių siūlo iš gautosios matricos užrašyti lygčių sistemą ir, 
pradedant nuo paskutinės lygties, baigti ją spręsti. Geriau padarykime dar 
keletą žingsnių ir iš karto gausime atsakymą. 


L =} 2135 (25 [1 -1 0]3 ) 1 0 0,2 
0 1 -—8|-—9 >|0 1 0|-1|/—>|0 1 0|-1|. 
0 0O AA ) 0 0O Lp 0 0 1j1 


Už brūkšnio - atsakymų stulpelis! 


X t i , 8.12 
Išspręskite lygčių sistemą: UŽDUOTIS 
2x+2y— z+ t=4 
4x+3y— z+2t=6 


8x +5y— 3z +4t=12 
3x +3y—2z+2t=6. 


8.12 
SPRENDIMAS, 


Be komentarų spręsime Gauso būdu. Turėtumėte suprasti. 


ž2>1 114) 12 3 sa) a R si dj 
+a a alal eart wla t T ola 
gaa aia |6 =>) wA [6 6-2 ala 
2 5-2 riel dp t ra lo = 
xo -rala 8 s 06 0| 41 ivaa 
c-i 1 plal |6 —1 6 ati 6 1 0611 
— — — ; 
0 0 611] 16: 6 tal-a 16 0 1 8]=1 
6 o ijai lo 6 öil-i lė 6 6 14 
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8.13 Išspręskite lygčių sistemą: 
UŽDUOTIS x + x, +3x,—2x,+3x, =1 
2x, +2x,+4x,— x, +3x;, =2 
3x, +3x, +5x, — 2x, + 3x, =1 


3.13 2x, +2x, + 8x, — 3x, +9x, = 2. 
SPRENDIMAS 


Bet kurios tiesinių lygčių sistemos atsakymas gali būti tik vienas iš trijų: 
1) sistema turi vienintelį sprendinį; 

2) sistema sprendinių neturi (yra nesuderinta); 

3) sistema turi be galo daug sprendinių. 

Kronekerio — Kapelio teorema teigia, kad sistema turi sprendinį (sprendinių) 
tada ir tik tada, kai r(4) = r(A); čia r( A) -sistemos matricos rangas, r(A) 
- sistemos išplėstosios matricos rangas. 


l būdas 

Apskaičiuokime sistemos išplėstosios matricos rangą (žr. 8.10 užduotį). 
LL P pE 2 aE A l 
2 2 4 -1 32 00-2? 3 -9 0 
558231) o 4 60 
2 2 8 -3 9 2 00 2 1 3 0 
10 0 0 0 0 100000 
00 -2 3 -3 0 001000 

— — 

0 0 0 -2 0 -2 000001 
00 0 4 0 0 000100 


r(A) =4, nes nė vieno vienetuko panaikinti jau negalime. Maža to, viene- 
tukas paskutiniame stulpelyje (stulpelių vietomis nekeitėme!) rodo, kad 
r(A)=3 - įsitikinkite tuo, suradę sistemos matricos rangą. Neverta ieškoti! 
Juk ir taip matyti, kad atlikę tuos pačius veiksmus su matrica be paskutinio 
stulpelio gausime tris vienetukus. Štai kodėl visada pirma skaičiuokite r (A), 
one r(A). 

Kadangi r(A) = r(A) - sistema nesuderinta, sprendinių neturi. 


II būdas 
Išspręskime sistemą Gauso būdu. 
I 1 3 -2 3ļ1 


1 
2 2 4—1 312] lo 
5 5453-2511) lo 
2 2 8 -3 9|2) (0 


O © O m= 
| 
= 
E 
| 
N 
| 
N 
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1 1 3 -2 3 1 1 1 3 -2 3 1 

0 0 -2 3 —3,0 0 0 -2 3 -3| 0 
— — 

00 0 -2 0|-2 00 0 1 O0|1 


© 


0 0 4 0/0 00 0 0 0|-—4 
Paskutiniąją eilutę „pavertę“ lygtimi, gauname: 


0=—4. 
Taip nebūna! Sistema nesuderinta. 


Komentaras. Pastebėjote, kad sprendimas Gauso būdu nedaug skiriasi nuo 
rango skaičiavimo, bet tai jau sistemos sprendimas, o ne vien jos tyrimas. 
Pliusas Gauso metodui. 

Iš anksto žinojome, kad duotoji sistema negali turėti vienintelio sprendinio 
(tikrai žinojote?). Likus tik dviem galimoms sprendimo baigtims, rango skai- 
čiavimas pateisinamas. 


Išspręskite lygčių sistemą: 
EE E UŽDUOTIS 


6x, — 3x, +2x, +4x, + 5x,=3 
6x, — 3x, +4x, + 8x, +13x; =9 
dx, — 2x, + x, + x, + 2x, =1. 


Looi 
l būdas SPRENDIMAS 


Apskaičiuokime sistemos išplėstosios matricos rangą. 


1 -1 
pak 1) 
2 =l. 1 2 3 2 011 0 12 01 1002 
6 -324 53 032 0 23 032003 
— — — 
6 -3 4 8 133 9 034 0 49 034009 
7 2 2 1 0211-11 1 000100 
7 o B O) = 
01 0 00 0 01 0000 
0 3 -100 —3 000000 
= = ; 
03 1 00 3 001000 
00 0 10 0 000100 
r(A)=r(A)=3. 


Matome, kad bazinę lygčių sistemą sudaro pirmoji, trečioji ir ketvirtoji lygtys, 
baziniai kintamieji yra x,, x, ir x4. 
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Žinoma, bazę galima sudaryti ir kitaip, bet toks pasirinkimas yra garantuo- 
tas. 
Bazinę sistemą sprendžiame Gauso būdu. 

= TA =2—2Ą — k 

—3x, +-4x, 1+8x, =9—6x, — 13x, 

—2x, X, X, =1—44 — 244. 


—1 1 2|2-2u-3v —1 1 2 | 2-2u-3v 

—3 4 8|9-64-137|—-|0O 1 2 | 3-4 — 

—2 1 1|1-—-4u-—2v 0 —1 —3|-34+4v 

1 0,2-2u-3v 1 0 0|1-v+2u 
1 0|3-4v —|0 1 0|3-4v 
0 110 0 0 110 


—] 1 2 |2-2u-3v —] 


o 
o 
| 
o 


Atsakymas: (u;14+2u—v;3—4v; Ozvlu,v € R). 


II būdas 
Išspręskime sistemą Gauso būdu. 


2-1 1 2 3|2 2 —1 1 2 3 2 
6 -3 2 4 5|3 0 0 —I -2 —4|-3 
— 
6 —3 4 8 139 0 0 1 2 4 3 
4 —2 1 1 211 0 0 —1 —3 —4|-3 
(u) (v) 
2 —1 1 2 3,2 
2 1 2+u-—3v 
0 0 1 2 4|3 
— —|0 1 2 3— 4v — 
0 0 0 0 0,0 
0 0 1 (0) 
0 0 0 —i 00 
2 1 0| 2+u-3v 1 0 0 —1/2+u/2+v/2 
—|O 1 0 3— 4v —=—|0 1 0 3-4v 
0 0 1 0 0 0 I| 0 


Atsakymas: Ju+Żv-4; u, 3— 4v; 0; vlu,v e R : 
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Komentaras. Tai ką, spręsdami skirtingais būdais gavome skirtingus atsaky- 
mus? Nieko panašaus!Visi begalinės aibės sprendinių rinkiniai yra visai vie- 
nodi. 

Pavyzdžiui, imdami u =1, v =1, iš pirmo atsakymo gausime (I; 2;— l; 0; 1). Iš 
antrojo atsakymo tokį rinkinį gausime, kai u =2, v= L. 


Išspręskite lygčių sistemą: M 


x+2y+3zZ=5 
x— y+6z=1 
3x— 2y =4 


y+4z=8. 8.15 
SPRENDIMAS 


Nesvarbu, kad lygčių yra daugiau negu kintamųjų, sprendimo būdai 
nesikeičia. 

l būdas 

Apskaičiuosime sistemos išplėstosios matricos rangą. 


Caas 13 3.47 11 6 d 
iagat oa a Al a a 
3 -2 0 4 lo -8 -9 -1| ` lo 8 9 II 
oi ak (0 1 4 8] (0 1 4 8 
i d 6 61 moa o it mori 
64-23 = i 6 A 6 si JO 66 d 
lt * > 8100 1 18 8] lė a 
6-4 4 931 W-wa 3) (0 0 16 


r(A)=4. Vėl matome (žr. 8.13 užduotį), kad r(A)=3 ir r(A)=r(A) - 
sistema nesuderinta. 


II būdas 
Išspręsime sistemą Gauso būdu. 
t 2 315 1 2 3 5 t2 3135 
1 —1 6|1 0-3 3 | —4 01 4,8 
— — $ 
3 -2 0,4 0 —8 —-9|-l1 0 0 1520 
0 1 418 0 1 4 8 0 0 23|53 


Akivaizdu, kad paskutinių dviejų eilučių skaičiai nėra proporcingi, todėl 
„pagaminti“ dviejų nulių paskutinėje eilutėje nepavyks. Tai reiškia, kad 
sistema nesuderinta. 


8. MATRICOS, DETERMINANTAI IR TIESINIŲ LYGČIŲ SISTEMOS 


Išspręskite lygčių sistemą: 
UZDUOTIS xi +2x,+4x,—3x,=0 


3x, +5x, +6x, — 4x, =0 
4x, +5x, — 2x, +3x,=0 


316 3x, + 8x, +24x, —19x, = 0. 
SPRENDIMAS 


Tai homogeninė lygčių sistema (ne homogeninių lygčių, kaip mėgsta sakyti 
studentai, o homogeninė sistema!). Homogeninė reiškia vienalytė, visų lyg- 
čių laisvasis narys lygus nuliui. Homogeninė sistema visada turi trivialų 
(akivaizdų) sprendinį: (0; 0; 0; 0;...). Taigi iš trijų galimų sprendimo baigčių 
(žr. 8.13 užduotį) lieka tik dvi: arba sistema ir turi tik tą vienintelį trivialų 
sprendinį, arba ji turi be galo daug sprendinių. 

Nesunku susigaudyti, kad sistema turi tik trivialų sprendinį tada, kai siste- 
mos matricos rangas lygus kintamųjų skaičiui. 

Bet neužsiimsime rangais, spręsime sistemą Gauso būdu. Žinoma, laisvųjų 
narių stulpelio nerašysime, kam žaisti su nuliais? 


L 2 4 = l Z 4 3 1 2 4 —3 
35 6 4 0 -1 -6 5 B =L 6 5 
— = — 
4 5 -2 3 0 -3 -18 15 0 0 0 0 
3 8 24 -19 0 2 12 -10 0 0 0 0 
1 daa 1 0| 8u-7v 
-b -1| 6u-5v -h E) 
Užrašome bendrąjį sprendinį: 
(8u + 7v; — 6u + 5v; u; vlu,v € R). 
Bendrąjį sprendinį galima užrašyti kaip vektorių (tiksliau — vektorių aibę): 
8u — 7v 
Zia- —6u + 5v l 
u 
v 


Dabar galime sudaryti fundamentinę sprendinių sistemą (tiek tiesiškai nepriklau- 
somų vektorių, kiek vektorių yra X aibės užraše): 
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=7 
E, = X (0;1)= 
Panaudojant fundamentinę sprendinių sistemą, bendrąjį sprendinį galima 


užrašyti taip: 
X (u;v)=u- E, +v- E,. 


coccocccccoccr OQ O) D 


Lygties 2x = 4 sprendimo būdai: 


l. x=4-2=2 
2 E) 

2 
3. x=log,4=2 
4. x=v44=2 


Ačiū dr. prof. Zenonui Navickui 


900099099999(1)) (I) (I) 


90009066e009(£:) O © 


Tarp mažesnių už 


O 
O O © save atrodai didesnis, 
a O tarp didesnių — 
O O mažesnis... 
O 


EEEE) © © 
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Kauno technologijos universiteto gimnazijos internetinėje diskusijų lentoje 
(www.ktug.lt) buvo pateiktas uždavinys: 


iš skaitmenų 1, 3, 4 ir 6, panaudojant kiekvieną skaitmenį tik 
vieną kartą ir pritaikant tik keturias aritmetines operacijas bei 
skliaustus, gauti skaičių 24. 


Kokius sprendimus pateikė diskusijų dalyviai? 


24= (4-6) — (neleistinai panaudota šaknis); 
iš skaitmenų sudarytas skaičius; 
24=3-(14—6) - X BA ; 
ar nusižengta taisyklėms? 
24= E — tinka! 


5 tiktų, jei kėlimą kvadratu 
24=6 -3-4-1 = ; 
pakeistume sandauga 
24 = (v4 + 6) -3-1 — (neleistinai panaudota šaknis); 
2 1 K , 
24=(4-3) = — (neleistinai keliama kvadratu). 


9. VEKTORIAI 


Vektoriai lengvai atveria duris į mums nepasiekiamą, nesuvokiamą daugia- 
matį pasaulį. Iš tiesų vektorių d = (152) lengva nubrėžti (žr. pav.). 


y Trimatėje erdvėje nesunku parodyti vektorių 
i. b= (1;2;3), o vektoriaus č = (I;2;3;4) ketur- 
3 i“ a matėje erdvėje nei parodyti, nei įsivaizduoti ne- 


galime (jei kas nors sakys, kad gali įsivaizduo- 


2T ti, pasidomėkite, ar jis nėra labai girtas...), bet 
veiksmus su keturmačiais vektoriais atliekame 
1 +----- taip pat sėkmingai, kaip ir su trimačiais ar dvi- 


mačiais. Taigi vektorius nėra tik strėlė, tai tam 
„> tikros rūšies matematinis objektas. 
1 2 3 X Įsidėmėkite, kuo skiriasi šie užrašai: 
M(1;-2;3), 
ā = (—3;0;1). 
Užrašydami taško koordinates, tiksliai pasakome, KUR erdvėje yra taškas 
M. Užrašydami vektoriaus koordinates, pasakome, KOKS yra vektorius, bet 
nežinome, KUR jis yra. Vektoriaus koordinatės yra vektoriaus projekcijos į 
atitinkamas koordinačių ašis (matei ašis penkiamatėje erdvėje?). 


Tiesa, yra išimtis: jei turime du taškus, pavyzdžiui, M (-1;2) ir N (5;—3), 
galime sudaryti vektorių MN = (6; —5), kurio vieta aiški - tarp taškų M ir 
N. Pastebėjote, taip sudarant vektorių, iš galinio taško koordinačių atima- 
mos pradinio taško koordinatės. 

Tačiau, jei bus duotas vektorius p= (6;—5), nė už ką nepasakysite, kur jis 
yra, nors p= MN. 

Sudėti arba atimti vektorius reiškia sudėti arba atimti atitinkamas jų koor- 
dinates (projekcijas). Padauginti vektorių iš skaičiaus reiškia padauginti iš 
to skaičiaus visas vektoriaus koordinates. 

Žinantis Pitagoro teoremą nesunkiai supras, kodėl vektoriaus d = (a, ;a, :a.) 


modulis (ilgis) yra |ū|= „Ja; + a, +a. i 
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Įdomiausia - vektorių sandauga. Pateikiame ir apibrėžimus (dėl jų neverta 
ginčytis), ir iš jų gaunamus rezultatus (juos išmokite gauti). 
Tarkime, duoti trys vektoriai: 

i= (a,;a,5a.), 


b=(6,:6,;b.), 


Skaliarinė sandauga: 
a-b= lā: |b|: cosy, čia % - kampas tarp vektorių; 
ū-b=a,-b, balų 
Vektorinė sandauga: 
p=(axb),  |p|=|ū|-B|-sinę. 
Matote, vektorinės sandaugos rezultatas yra vektorius, o ne skaičius, kaip 
skaliarinės (skaitinės) sandaugos atveju. Vektorius p yra statmenas plokš- 
tumai, kurioje galima „suguldyti“ vektorius G ir b. Į kurią pusę nuo tos 
plokštumos nukreiptas p? Pažvelk į dešinės rankos „trijų pirštų kombina- 
ciją“ (ji primena tą, apie kurią tu pagalvojai...): 


Vektoriai G ir b yra kolinearūs (lygiagretūs, bet galbūt „rodo“ į priešingas 
puses), jei 


9. VEKTORIAI y 


Tokiu atveju (a x b) =0 (nes y=0 arba P= T, todėl siny =0). 

Vektoriai yra statmeni (matei statmenus septynmatės erdvės vektorius?), jei 
ā-b=0. (Galima pasakyti ir kitaip: jei vektoriai yra statmeni, tai ā-b = 0). 
Trys vektoriai yra komplanarūs (gali būti „suguldyti“ vienoje plokštumoje), 
jei (ab z)=0. 

Labai dažnai dvimatės ir trimatės erdvės vektoriai užrašomi panaudojant 
vienetinius vektorius — ortus. Vektoriai į,j ir k yra vienetinio ilgio 


(| =l, j= l, k| = 1), o jų kryptys sutampa atitinkamai su x, y ir z ašių 
kryptimis. 
Naudojant šiuos vektorius, vektorių &=(—3;2) galima užrašyti taip: 


ū=—3i +2j. | 
Skaitykite taip: paimk vektorių i, apsuk 
ji į priešingą pusę ir pailgink tris kartus; 
paimk vektorių j ir pailgink jį du kar- 
tus; prie pirmojo vektoriaus galo pridėk 
antrąjį vektorių; nubrėžk vektorių nuo 
pirmojo vektoriaus pradžios iki antrojo 
vektoriaus galo — tai ir bus vektorius g. 
Matote, 4 = —3i +2j yra ir vektoriaus 
užrašas, ir algebrinis reiškinys. Netrukus pamatysite, kad tai labai patogu. 


Sai 9.1 
Įrodykite Pitagoro teoremą. 
9.1 
SPRENDIMAS 


Pastebėkime, kad vektoriaus kvadratas lygus jo modulio kvadratui, pavyz- 
džiui, ` 


=2 


@’ =ū-ū=|d|-Jū|-cosp = |ū|-|ū|-cos0= |ū]. r 
Sudarykime statųjį trikampį iš vektorių. Pagal vek- b 
torių sudėties taisyklę galime užrašyti: 

ū+b=č. 
Pakelkime abi šios lygybės puses kvadratu: > 
—,2 a 
(a+) =, 
ū* +2ā-b+b’ =€". 


„b=|b 


Pažymėkime: a= |ū 20 


=A 


E, a*+0+6?=c?, bI. 


|š| +2-|š| |B|-c0s + |B] 


Teorema įrodyta. 


9. VEKTORIAI 


Išveskite formulę: 
VZDUOTIŞ cos(a — B) = cosa -cos 8 + sina - sin 8. 


SPRENDIMAS 


Nubrėžiame apskritimą, kurio spindulys 1, todėl (žr. pav.) 


laļ=|b]=1, F|= cosa, |š|=cos8, |P|=sina, |ū|= sin 8. 
[| Nagrinėjame vektorių G ir b skaliarinę 
sandaugą: 


ū-b=|ū|-|b|-cos(a — 8), 
d-b=cos(a — 8); 


ä=F +0, b=5 +ü, todėl: 


||-|š|-c0s0 + |7|-|ū] cos + |] |š|-cos= +7]: lā]: coso = cos(a - 8), 


cosa: cos 8 +sina-sin 3 = cos(a — £). 


(OO) Joesoee0e00000 


Matematika angliškai: 
Tarkime, kad sinx = 6n. Suprastinę iš n, gauname: six = 6. 


(OC) Joeooe0e00008 


- 


Įrodykite, kad trikampio vidurinė linija yra lygiagreti 
UZDUOTIS/ pagrindui ir jos ilgis lygus pusei pagrindo ilgio. 


9.3 
SPRENDIMAS 


B AB + BC = AC, 
DB + BE = DE, 
D E 


DB-1! AB, BE- LBC, 
2 2 


9. VEKTORIAI 


O tai reiškia, kad DĖ|| AC ir |BE|- |A€). 


Trikampio vidurinės linijos savybės įrodytos. 


Įrodykite, kad vektorių ū= (a,;a,;a,) ir B =(b,;b,;b,) 


vektorinei sandaugai apskaičiuoti tinka tokia formu- 


(a x 6) =jaą, a, a, 
b, b, b 


A Ža 9.4 
SPRENDIMAS 


Abu vektorius užrašę kaip vienetinių vektorių i,j,k tiesinius darinius, dau- 
ginsime trinarį iš trinario pagal gerai žinomas daugianarių daugybos tai- 
sykles, tik įvertinsime keletą svarbių dalykų. 

Kam lygi, pavyzdžiui, sandauga (i xj)? Sandaugos rezultatas yra vekto- 
rius, kurio modulis lygus vienam, nes 


S o Ia k IA sK 

(i xj)=|i| j| sing=11-sin5=1. 
Gautojo vektoriaus kryptis sutampa su z ašies kryptimi — patikrinkite tai 
trimis dešiniosios rankos pirštais. Bet juk tai vektorius k! 

(Pxj)=k. 
O kam lygi sandauga (j x i)? Ne, ne k, o minus k! Dešinės rankos taisyk- 
le nesunku įsitikinti, kad sukeitus vektorinės sandaugos daugiklius vieto- 
mis sandaugos vektorius pakeičia kryptį priešinga. 
Nesunku įsitikinti, kad vienodų vektorių vektorinė sandauga lygi nuliui. 
Pavyzdžiui, 

(ixi) 


Dabar jau galime dauginti d iš b: 


(ū x b) = (lai + a,j + a,k)x (b.i + b,j X b.k) = 


=|i|-|i|-sin0= 0. 


=a, b, |Žxi)+a, b, (V xj)+a,-b, (I xk)+ 


( 9. VEKTORIAI 


=a, :b,;-k—a,:b,:j—a,-b -k +a, -b i+a,-b,-j-a 

=i (a,-b,—a, b,)- j-(a,-b,—a, b,)+k-(a,-b,—a b.)= 
i j k 

=|a, a, a,l. 
b, b, b, 


Skaičiavome, skaičiavome ir iš gremėzdiško reiškinio gavome labai gražų, 


lengvai įsimenamą determinantą! 


9.5 
UŽDUOTIS/ Išveskite formulę: 


a, a. 


(ėš2)=|) b, b. 
ê 6 G 


9.5 
SPRENDIMAS 


i jok 
ūbč|=|(bxč)-a=|b, b, b|-(a,-i +a,-j +a,-k)= 
x F Z x y Z 
6 C G, 
-~ lb, b| -lb b| -lb b 
C, A CG C C, C, 
a a a 
b, b, b b, b bi (F yori 
z2 a, y an, a, „| z + a. = b, b, b, 
C, Cz Cy C, Cy C, 
CG G G 


9.6 
užpuoTIS/ Apskaičiuokite A4BC plotą, jei A(1;0;—1), 
C(0;—1;2). 
9.6 
SPRENDIMAS, 


B(-1;1;0), 


Trikampis duotas trimatėje erdvėje, bet, neprarasdami bendrumo ir padidin- 


dami vaizdumą, naudokimės „plokščiu“ trikampio brėžiniu. 
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9. VEKTORIAI 


l būdas 
c=|AB|= (-1—1) +(1- 0f +(0+1f = V6; B w. 
kakas c o / 
b=JU + 43 =V. j 
a+b+c pa z C 
= —3>—- S=Ņp:(p-a) (p-b): (p-c). 


Gremėzdiška... Geriau skaičiuotume kitu būdu. 


II būdas 


S= Ž-b-h TEE PN 


b ir c jau radome skaičiuodami pirmuoju būdu, reikia rasti sina. 
AB. AC =c-b-cosa, 
AB. AC 
cosa = ———; 
c-b 
AB =(-2;1;1), AČ = (-1;—1;3); 
AB. AC = (-2)-(-1)+1-(-1)+1-3=4; 


cosa = 2 „242. 
(6 BB 
2 8 V25 5 
sina = JI — cos’ a = l-5 ==; 
33 33 433 


l 5 5/2 


lli būdas 
Pažiūrėkime, kas yra AC ir AB vektorinės sandaugos modulis: 


(ac x AB) =b-c-sina=b-h=S,;, čia S, - lygiagretainio, sudary- 


to iš vektorių ACir AB, plotas. Trikampio plotas yra pusė lygiagretainio 
ploto. Kaip paprasta! 


j k 
s=} 1 1 Bsz —4į — -5j-34ļ=2 SAO FF -222 2 
1 1 


~] 


9. VEKTORIAI 


Įrodykite, kad vektorių &,b,č mišrioji sandauga geomet- 
UZDUOTIS/ v}. yi is èy , n 
riškai reiškia gretasienio, sudaryto iš tų vektorių, tūrį. 


9.7 
SPRENDIMAS 


Jau įrodėme (žr. 9.6 užduotį), kad (a xb) = S, - gretasienio pagrindo plo- 


tas. 


F|- |é]: cosy = S, -|€|- cosp=5,-h= V. 


1 išvada. Jei ū,b ir č yra komplanarieji vek- 
7 toriai, tai (ū bč E 0, nes iš komplanariųjų 
vektorių jokio gretasienio sudaryti negali- 
/ ma. 
2 išvada. Tarkime, taškai A, B, C ir D yra 
trikampės piramidės virūnės. Piramidės tū- 
rį galima apskaičiuoti taip: 


V, =L B 46 20) 


Iš tiesų piramidės pagrindas yra pusė gretasienio pagrindo, o skaičiuojant 
piramidės tūrį dauginama iš gretasienio aukštinės trečdalio. 


Apskaičiuokite piramidės ABCD tūrį, jei A(1;0;—1), 
UZDUOTIS 


B(2;1;0), C(—1;0;0), D(3;—1;—1). 
9.8 
SPRENDIMAS 


Nereikia jokio brėžinio, sprendžiame „aklai 


“ 


AB =(1;1;1), 
AC =(-2;0;1), 
AD =(2;—1;0). 
l1 1 1l l 11 J 
v, =}. (AB. AČ. AD) = 1-2 0 [== 0 |--L -Ž 
6 3 16 
2 —1 0 3 01 


Pastebėjote, nerašėme modulio ženklo. Jį tikrai būtume prisiminę, jei rezul- 
tatas būtų neigiamas. 
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9. VEKTORIAI 


Įrodykite, kad keturkampis 4A(—2;1;3), B(1;0;—1), 

aiš UZDUOTIS 
C(—1;0;1), a) yra trapecija. 
Pirmiausia patikrinkime, ar TTT e A, B, C, 


D yra vienoje plokštumoje. Jei taip, tai vek- 
toriai AB, AC ir AD yra komplanarūs. Ap- 
skaičiuojame š šių vektorių koordinates ir už- 
rašome vektorių komplanarumo sąlygą: 


AB =(3;—1;—4), AC = (I;—1;—2), 
AD = (7;0;-7). 
si ž 6 2 
1 —1 —2=0, |1 —I —2=0. 
1717 0 —7 1 0 -l1 


Pastebėkime, kad trečiosios determinanto eilutės dalyba iš 7 šiuo atveju reiš- 
kia visos tikrinamos lygybės dalybą iš 7. 

Gavome, kad pirmoji ir trečioji determinanto eilutės proporcingos, todėl de- 
terminantas lygus nuliui, komplanarumo sąlyga tenkinama. 

Patikrinkime, ar priešingos keturkampio kraštinės sudaro kolinearius vekto- 
rius. 


CD =(6;1;—5). Tikriname AB ir CD kolinearumą: 


a = Zz Z Z — vektoriai nekolinearūs. 


BC = (-2; 0; 2) Tikriname kolinearumą: 


Z-2-S — vektoriai kolinearūs. Atkreipkite dėmesį į antrąjį 
šios lygybės santykį. Jį geriau praleisti, nes dar sumanysite padalyti nulį iš 
nulio! Tai, kad abiejų vektorių antroji koordinatė lygi nuliui, rodo abiejų 
vektorių statmenumą y ašiai. Tai netrukdo jiems būti kolineariems. 

Taigi įrodėme, kad keturkampis ABCD yra trapecija, nes jo kraštinės BC ir 
AD yra lygiagrečios. 

Nesunku pastebėti, kad pirmoji sprendimo dalis (vektorių komplanarumo 
tikrinimas) nereikalinga: jei priešingos keturkampio kraštinės yra lygiagre- 
čios, tai keturkampio kraštines atitinkantys vektoriai tikrai komplanarūs. 
Norėjome jums pateikti užuominą, kad determinanto lygybė nuliui ir koli- 
nearumo sąlyga yra kažkaip susiję dalykai. Ar matote kaip? 


9. VEKTORIAI 


Įrodykite, kad vektoriai G=(1;2;3), b = (4;5; 6) ir 
UŽDUOTIS £=(7;8;9) yra tiesiškai priklausomi. Išreikškite vekto- 


510 rių č vektoriais G ir b. 
ti —————— 


Vektoriai yra tiesiškai nepriklausomi, jei lygybė 
àA -24+A,-b4+A,-€C=0 
yra teisinga tik tada, kai visi koeficientai À, A; ir A, yra lygūs nuliui. 


Iš šios vektorinės lygybės galima sudaryti homogeninę lygčių sistemą: 


| 4 7 (0 
J,-[2|-+1,-|5|+2,4-|8|=|0], 
3 6 9) (0 


X, +4), +7A,=0, 
2), +5A, +8A, =0, 
3A, +6A, +9), =0. 


Žinome (žr. 8 skyrių), kad ši sistema turi tik trivialų sprendinį A, =0, A, =0, 
„=0 tadair tik tada, kai 


1 4 7 
2 5 8|=0. 
3 6 9 


Šį determinantą (tiesa, transponuotą, bet transponavimas determinanto reikš- 
mės nekeičia) jau esame apskaičiavę (suraskite!) ir gavę, kad rezultatas lygus 
nuliui. Vadinasi, sistema turi ne tik trivialų sprendinį. Suraskime jį Gauso 


metodu: 
4 147 
E E B O Lija Pala 
a A "k 11 | i AL 


3 69 0 —6 -12 000 
Taigi sistemos sprendinių aibė yra tokia: 
(A35 — 235 A; [As € R). 
Įrašykime šį rezultatą į tiesinio ryšio lygybę: 
A+A, b+, E=0, 


A,-4—2A,-b4A,-€=0, 


9. VEKTORIAI ) 


Galite patikrinti, tai teisinga lygybė. 
Jei iš anksto žinotume, kad vektoriai Z, b ir č yra tiesiškai priklausomi, 
uždavinį galėtume spręsti taip: 


6=A,-ū+),-b, 

7 | 4 
8|=J,-[2|+0,-[5], 
9 3 6 
à, +4), =7, 

2), +5J, =8, 

3), +6, =9. 


Sistemą sprendžiame Gauso metodu: 


1 4|7 1 4 7 10 
2 5|8|—-|0 -3 | —6 -| 
3 618 0 —-6|-12 


à =-1],  AĄ,=2. 

č=—ā+2b. 
Pažiūrėkime, ką gautume bandydami išreikšti vektorių € vektoriais ū ir b 
tuo atveju, jei tie trys vektoriai būtų tiesiškai nepriklausomi. Imkime tokius 
vektorius: 


č =(1; 1;2) 
E=) Ā+À,-b, 
à, +2, =1, 
—À + à, =l, 
4, = 


Sistema išsprendžiama mintinai: iš antros lygties, įvertinę trečiąją lygtį, 
gauname A, = 1, o tada pirmoji lygtis rodo: 5=1. Sistema nesuderinta. Jei 
vektoriai nėra tiesiškai priklausomi, vieno iš jų išreikšti kitais dviem negalima. 
Atkreipkite dėmesį į tai, kad trijų vektorių trimatėje edvėje tiesinio priklau- 
somumo sąlyga prilygsta tų vektorių komplanarumo sąlygai. 


9. VEKTORIAI 


Iš tiesų, norėdami įrodyti, kad užduotyje duoti vektoriai yra komplanarūs, 
būtume turėję įrodyti, kad jų mišrioji sandauga yra lygi nuliui: 


1 2 3 
4 5 6=0. 
789 


Jau žinome, kad ši lygybė teisinga, todėl vektoriai yra komplanarūs. 


Įrodykime, kad n —matėje erdvėje imdami daugiau kaip n vektorių (kiekvie- 
no vektoriaus koordinačių skaičius lygus 1), visada gausime, kad jie yra 
tiesiškai priklausomi. 
Imkime tris dvimatės erdvės vektorius: 
ū= (a,;a,), b= (5,;6,), c= CAA 
Užrašykime ir „išskleiskime“ jų tiesinės priklausomybės sąlygą: 
A,-4+A,-b+A,-€C=0, 
C, 0 
d ~ p 


Ata, +A, +b, +A,-c, =0, 
àa, +A: b, +A; +c, =0. 


HK 
FOI 


y 


a 
Ar: 


: +À: 
a, $ 


Akivaizdu, kad šios homogeninės sistemos pagrindinės matricos rangas yra 
mažesnis už tris, todėl sistema turi be galo daug sprendinių, galima rasti 
nenulinį A,, A;, A; reikšmių rinkinį, o tai ir reiškia vektorių tiesinę priklau- 
somybę. 

Šį rezultatą apibendrinti bet kokiai (trimatei, keturmatei ir pan.) erdvei mo- 
kėsite patys. 


L55555555 


žado) Vektorius (vektorių ženklelius (strėlytes) praleidžiame 

norėdami supaprastinti užrašus) a=3e, —2e, duotas 

bazėje e, =(1;—1), e, =(0; 2). Raskite vektoriaus a koor- 
d 2:3 —1;1). 


inates bazėje e, = e, = 
9.11 Ie 695 FL 
SPRENDIMAS 


Tai bazės keitimo uždavinys. Jį spręsdami gausime apibendrintą matricinę 
lygtį, kuri tiks ne tik dvimatės erdvės uždaviniams spręsti. 
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9. VEKTORIAI ) 


Užrašykime sąlygoje minimus vektorius taip: 
a= (a, B 
as lety 
Ez = Pe: 


e, = EA ). 


e, = (EE, | 
Iš lygybės galime sudaryti tokią lygčių sistemą: 
a, = 36 — ns 
k = 365 —2e,,. (*) 
Rasti vektoriaus koordinates naujojoje bazėje reiškia rasti tokius skaičius 
Air A,, kad būtų teisinga lygybė: 
a=\ E +À, 2. 
Iš šios lygybės sudarome lygčių sistemą, į kurią įrašome (*) duomenis: 
A,-€,,-+A,-€,, =4,, 
| IM 


A, ‘Eix +à, “Ezy =32, — 23,5 
A, 128 +A5*6; = 


A=E'.E.a" (+ 


Tai ir yra matricinė lygtis šiam uždaviniui spręsti. Užbaigiame sprendimą 
dviem būdais: pratęsdami (**) sistemos sprendimą arba pasinaudodami (***) 
lygtimi. Pirmasis būdas nepalieka nieko „už kadro“, antrasis būdas jums 
pravers tada, kai spręsite panašų uždavinį trimatėje ar dar „didesnėje“ erd- 
vėje. 


( 9. VEKTORIAI 


Į būdas 


31-05 3) oi -2% 
Mžės ma 

5 5 

4. 230 
a=—-e -—— e, 

5 5 

II būdas 

1 0) = 2 1) a 
E= > E= = £ 

—1 2 3 —2 
= 1 
E|-s E = 

5 [-3 


(OCJC)eoeoeoe0e009 


—. =—— 


Lengva pasiduoti iliuzijai! Kairėje ir dešinėje horizon- 
taliosios atkarpos yra lygios, bet juk taip neatrodo? 


(OCJC)eoeoeoe0e0e0 


10. TIESĖS, 
PLOKŠTUMOS, 
KREIVĖS, 
PAVIRŠIAI 


Pirmiausia pasistenkite suprasti, kaip „gimsta“ kiekvieno geometrinio ob- 
jekto lygtis. Principas toks: bet kuris laisvai po objektą „šliaužiojantis“ taš- 
kas susiejamas su fiksuotais objekto atributais. 

Sudarykime tiesės plokštumoje (dvimatėje erdvėje) lygtį. 


l būdas 
Fiksuoti atributai - taškas M,(x,;y,), esantis tiesėje, ir tiesės pasvirimo į x 
ašį kampo a tangentas: k = tga. 
Tiesėje pasirenkame bet kurį tašką M (x;y). Kitaip sakant, ieškosime tokio 
ryšio (lygties) tarp X,Y,X,„Y, ir k, kad, laisvai keičiant, bet išlaikant ryšio 
sąlygą, koordinates x ir y, taškas M visada būtų tiesėje. 

Iš A4ABC gauname: 


ap 7 
Y=) =k 
y= 


y=y =k (x-x). 


Tai lygtis tiesės, einančios per duotąjį tašką, kai duotas krypties koeficientas k. 
Iš šios lygties lengvai gauname kryptinę lygtį: 

y=k-x+b. 
Nesunku įsitikinti (kai x =0, tai y =b ), kad b yra taško, kuriame tiesė ker- 
ta y ašį, koordinatė. 


(l 10. TIESĖS, PLOKŠTUMOS, KREIVĖS, PAVIRŠIAI 


II būdas 
Fiksuoti atributai - taškas M, (x,:y,), esantis tiesėje, ir statmenas tiesei (nor- 
malės) vektorius ñ = (4; B). 
4 Pasirenkame tašką M (x;y) ir sudarome vek- 
torių M,M = (x — x3; Y— Yo): 
Vektorių ñ ir M,M statmenumo sąlyga (ska- 
liarinė sandauga lygi nuliui) ir yra tiesės lyg- 
tis: 
A-(x-x,)+B-(y-y,)=0. 
Iš šios lygties gauname bendrąją tiesės lygtį: 
A-x+B-y+C=0. 


M (Xo;Yo) 


III būdas 
Imame bendrąją plokštumos lygtį (ji sudaroma visai panašiai kaip tiesės lyg- 


tis antruoju būdu) Ax + By + Cz + D =0 ir klausiame, kokį pėdsaką palie- 
ka ši plokštuma, susikirsdama su koordinačių plokštuma x0y? Akivaizdu, 
kad šioje plokštumoje z = 0 bet kuriame taške (tai ir yra x0y plokštumos 
lygtis!), todėl, įrašę z=0 į lygtį Ax + By +Cz4+ D=0, gauname tiesės 
(plokštumos pėdsako) lygtį: 

Ax+By+D=0. 
Visas kitas formules ir lygtis paaiškinsime spręsdami uždavinius. 


10.1 : š ; PRS 2 
Raskite taško A(—3;2) atstumą nuo tiesės 2x — y+1=0. 


10.1 
SPRENDIMAS 


l būdas 
Parašykime lygtį tiesės, einančios per tašką A statmenai duotajai tiesei. Tie- 
sių statmenumo sąlyga yra tokia: k-k, = —1. Duotosios tiesės krypties ko- 
eficientą k, bematant randame pertvarkę lygtį taip, kad ji būtų 

y=kx+b 
pavidalo: 

y=2x+l1, 

k, = 2; 1 
Vadinasi, statmenos tiesės krypties koeficientas k, = > Užrašome lygtį: 


y-2=-Ž-(+3), 
x+2y-1=0. 
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Raskime statmenų tiesių susikirtimo tašką B. Ieškant dviejų geometrinių 
objektų susikirtimo taškų ar linijų, visada sprendžiama tuos objektus apra- 
šančių lygčių sistema. 


2x-y+1=0, 

x+2y-1-=0); 
i. 2 J1 L: 24 1 2|1 1 0 |-1/5), 
2 -1|-IJ (0 -5|-3) (0 11|3/5) (0 1135 


Xp =—-1/5, Yg =35; 
B(-1/5;3/5). 


Dabar galime rasti atstumą tarp taškų A ir B, o tai ir yra atstumas nuo 
duotosios tiesės iki taško A: 


II būdas 

Išvesime formulę taško A(x,;y,) atstumui nuo 
tiesės Ax + By +C =0 apskaičiuoti. 

Tarkime, kad tiesė, nubrėžta per tašką A statmenai 
duotajai tiesei, susikerta su duotąja tiese taške 


M, (x;y). 
-o vektorių M, A. Akivaizdu, kad Mi) 
M, A||n, todėl, pasinaudodami vektorių skaliarinės sandaugos formule, 
galime užrašyti: 

hma =p TA 
Kadangi [M A|=a, o n-MA= A-(x,-x)+B-(y,-),), tai 

„Ara —x)+B-(y, — Yi) 


AX Ya) 


- |Ax, + By, - Ax, =Byl 


Taškas M, yra tiesėje Ax + By +C =0, todėl koordinatės x, ir y, turi tikti 
tiesės lygčiai (paversti ją tapatybe): 

Ax + By +C-0, 

C=-A: x — 8 
Panaudodami šį rezultatą, gauname galutinę formulę: 


da |Ax,+ By, +0 


VA +B’ 
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Lieka tik įrašyti duomenis: 


„„RC3D-:0)+1 |- 745 
241 (-1) Soo S” 


ns Paraš e tį tiesės, einančios per taškus M,(—3;0) ir 
(sodams) para "2 ygti P (—3;0) 


10.2 
SPRENDIMAS 


Išveskime formulę. Tiesėje laisvai pasirinkime tašką M (x;y). Matydami pa- 
našiuosius trikampius AM,M,K ir AM, ML, galime užrašyti: 


X% =A X-A, 


E hA J-A 
yY— Yı = X- X l 
Xoy á y 


M i 


Tai ir yra tiesės, einančios per du duotuosius taškus, lygtis. 
Įrašome duomenis: 

y—0_ 173 

2-0 043 


y= (r +3),  (kryptinė lygtis) 
2x—3y4+6=0. (bendroji lygtis) 


Vienos kvadrato kraštinės lygtis yra 2x — y=3, o vienas 
UŽDUOTIS kvadrato kampas yra taške A(3;0). Parašykite kitų trijų 
kvadrato kraštinių lygtis. 


10.3 
SPRENDIMAS 
Jei taškas A yra kraštinėje, kurios lygtis duota, uždavinio išspręsti negalėsi- 
me, nes nepakaks duomenų, kad sužinotume kvadrato kraštinės ilgį. 
Patikrinkime: 
2-3—1-0=3. 
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Ne, taškas A nėra toje kraštinėje. Tarkime, kad duota 
CB kraštinės lygtis. Užrašome AB kraštinės lygtį. 


kui Ki < (žr. 10.1 užduotį) 


AB: y-0=->-(x-3) 


x+2y-3=0. 
Surandame A atstumą nuo CB: 
Pa |2-3—1-0— 3| „25 
pH 3 
Užrašome AD kraštinės lygtį. Ši kraštinė lygiagreti kraštinei CB, todėl 
fan = "ep = (2:—1)= (4; B). 
Į formulę (lygtį) 
A-(x-x,)+B-(y-y,)=0 
įrašome duomenis: 
2-(x-3)+(-1)-(y-0)=0, 
2x-y-6=0. 
Taško D(x,;y„)koordinates galima rasti iš sistemos, kurios pirmoji lygtis 


rodo, kad taškas D yra tiesėje AD, o antroji lygtis gaunama skaičiuojant 
atstumą nuo A iki D: 


2xp—Yp—6=0, 
Je- +007 =E; 


Yp =2Xp-6, 


Xp —6Xp +9 +4x5 —24xp +36-Ž; 


Galime pasirinkti vieną iš dviejų x, reikšmių. Tai reiškia, kad iš uždavinio 
sąlygos neaišku (nesvarbu), kurioje pusėje nuo A (einant tiese AD) yra taš- 
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kas D ir kvadratas. Pasigėrėkite, kaip matematika tai „pamatė 
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Pasirenkame xp E. Tada y, = S 
Dabar jau galime parašyti DC kraštinės lygtį: DC yra lygiagreti AB. 


L. =(, 


2) | 6 
4 — Fy 
5 5 


x+2y=0. 
Lygtis rodo, kad tiesė DC eina per koordinačių pradžią. Įsitikinkite tuo nu- 
braižę tikslų brėžinį! 


-10.4 Duotas trikampis A(2;3), B(—3;0), C(0;—2). Užrašykite 
UZDUOTIS/ aukštinės l, pusiaukampinės m ir pusiaukraštinės n, iš- 


vestų iš viršūnės A, lygtis. 


10.4 
SPRENDIMAS 


. Įspėjame, kad brėžinys neatitinka duotų koordinačių, bet tai netrukdo spręsti 
uždavinį. 
Parašykime kraštinės CB lygtį, kaip lygtį tiesės per du duotus taškus: 

x—0  y+2 


=£, 2x=—3y—6, 2x+3y+6=0. 
-3—0 0+2 d 2 


Šios lygties krypties koeficientas k,, --Ž. Jai statmenos tiesės ! krypties 


koeficientas gaunamas iš statmenumo sąlygos: kcg: k, =—l; 
pi 
2 


Rašome aukštinės l lygtį, kaip lygtį tiesės per duotą tašką, kai žinomas kryp- 
ties koeficientas: 


3 
(y-3)=Ž(+-2), 
2y-6=3x—6, 


3x —2y=0 (tiesė eina per koordinačių pradžią). 
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B 


Pusiaukampinei rasti panaudosime vektorių su- 
dėties savybę: sudėję du vienetinius vektorius 
5 ir Š, gauname vektorių Š, kurio kryptis 
sutampa su pusiaukampinės kryptimi. 
Vienetinius vektorius „pasidarysime“ iš vekto- 
rių AC ir AB: 


Į 


a E 2) 
„39 B4 429 34 


„Negražus“ vektorius, tiesa? Prisiminę, kad tiesės krypties vektoriaus ilgis 


nesvarbus, kaip įmanydami keiskime 5 ilgį, keiskime jį priešingos krypties 
vektoriumi, kad tik krypties vektoriaus S koordinatės „pagražėtų“. 

Taigi padauginkime S iš (-V29- J34), po to - iš (2434 5429), tada pa- 
dalykime iš (—19) ir gausime: 


$=(31;5+ V986). 


Užrašome pusiaukampinės m lygtį, kaip lygtį tiesės, einančios per duotą 
tašką, kai žinomas krypties vektorius: 

31(x—2)+(5 + /986)(y—3)=0 
Pusiaukraštinės n lygtį užrašysime suradę taško D koordinates, kaip atkar- 
pos CB vidurio taško koordinates: 


0-3 , -24+0 


X», =—— =—-L5; = =-]. 
D 2 Yp 2 

x-2 y-3 2 1 
—=———, —(x-2)=-(y-3), 
-1,5-2 -1-3 71 ) 40 ) 
8x—16=7y-—21, 

8x—7y4+5=0. 
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10.5 švki i iui S =(—3-2- š; 
Parašykite lygtį statmenos vektoriui ñ =(—3; 2; 0) plokš 


tumos, kurioje yra taškas M, (1; — 2; 5). 
10.5 
SPRENDIMAS 


n=(A;B;C) 


Wu (xyz) 


M (XoYoZ0) 


Pirmiausia išveskime formulę (lygtį). Tarki- 
me, kad statmenasis plokštumai (normalu- 
sis) vektorius yra ñ =( A; B; C). Pasirenka- 
me laisvai po plokštumą „šliaužiojantį“ taš- 
ką M=(x;y;z) ir sudarome vektorių 
M,M. Akivaizdu, kad vektoriaus M,M 
statmenumas vektoriui ñ garantuoja taško buvimą plokštumoje. Statme- 
numo sąlyga (vektorių skaliarinė sandauga lygi nuliui) ir „pagimdo“ lygtį: 

n-M,M =0, 

A-(x-x,)+B-(y-y,)+C-(z—2,)=0, 

Ax + By +Cz+(- Ax, - By,-Cz,)=0, 

Ax+By+Cz+D=0 (bendroji plokštumos lygtis). 
Įrašome duomenis: 

—-3-(x—1)+2-(x+2)+0-(2—5)=0, 

—3x+2y4+7-0, 

3x-—2y-7=0. 
Akreipkite dėmesį į tai, kad ši lygtis niekuo nesiskiria nuo tiesės plokštumo- 
je lygties (žr. 10.2 užduotį). Taip yra todėl, kad plokštuma yra lygiagreti z 
ašiai (nes ñ — statmenas z ašiai!) - plokštumos lygtis sutampa su jos pėdsa- 
ko (tiesės) plokštumoje x0y lygtimi. 


AR m kite lygtį plokštumos, kurioje yra taškai 


SPRENDIMAS 


—2;0;1), M, (1;0;—1) ir M, (3; 1; 2). 


Sudarykime per tris taškus einančios plokš- 
tumos lygtį. Kaip įprasta, plokštumoje pasi- 
renkame tašką M (x; y; z) ir sudarome tris 
vektorius (žr. pav.) Plokštumos lygtis — tai 
tų vektorių komplanarumo sąlyga. Iš tiesų, kol 
vektorius M,M komplanarus vektoriams MM, ir M,M,, tol taškas 
M(x; y; z) „nepabėga“ nuo plokštumos. 
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x=% y=% z-z 

%4 V7» Z—-Z|=0. 

X= oA 7374 
Įrašome duomenis: 


x+2 y-0 z-l 
1+2 0-0 —-1-1|=0, 
3+2 1-0 2-1 


x+2 y Z-l 
3 0 —2|=0, 
5 1 1 


(x+2)-2-y-(3+10)+(z-1)-3=0, 
2x—13y+3z +1=0. 


Parašykite lygtį plokštumos, kurioje yra taškai / „10.7 


M, (5;—1;1), M,(8;—2;3) ir M, (2; 0;—1). 
SPRENDIMAS, 


Pasinaudokime formule (lygtimi), gauta atliekant 10.6 užduotį. 
x-5 y+l1 z-l 
8-5 —2+1 3-1|-0, 
2=5 0ft —i-l 


x-5 y+1 Z-l 
2 -1 2 |=0. 
=g 1 —2 

Padauginkime lygtį iš (— 1), padaugindami iš (— 1) trečiosios determinanto 
eilutės elementus (dauginant determinantą iš skaičiaus, reikia iš to skaičiaus 
padauginti vieną bet kurią eilutę arba stulpelį!). Gauname dvi vienodas de- 
terminanto eilutes. Vadinasi, determinantas lygus nuliui nepriklausomai nuo 
pirmosios eilutės! Ką tai reiškia? 
Tik tai, kad taškai M,,M, ir M, yra vienoje tiesėje (patikrinkite!), todėl per 
juos galima išvesti be galo daug plokštumų. Vienos lygties nėra! 
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AAM Raskite taško 4A(—1;2;3) atstumą nuo plokštumos 
x—y+z=5. 


10.8 
SPRENDIMAS 


I būdas 

Iki atsakymo - trys žingsniai (žr. 10.1 užduotį): 

1. Parašyti lygtį tiesės, einančios per duotąjį tašką statmenai duotajai plokš- 
tumai. Tai labai lengva, nes plokštumos normalusis vektorius gali būti 
panaudotas kaip tiesės krypties vektorius: 


EPL. yýy=2 z=3 
1 —1 1 
2. Rasti tiesės ir plokštumos susikirtimo tašką B. Tai reiškia —Ĵ išspręsti lygčių 
sistemą: 


x+1=2-y=zZ-3, 


x-y+Z-5; 
x+l1=t, 
2-y=t, 
z-3-=t, 
X-y+Z-5; 


t—l+t—2+t+3=5, 


3t=5, 
5 2 
X„=Ž-l1=<Z, 
> 3 3 
-5-3 l 
Ys „M 
aa B 
3 3 
Bgt 
3'3'3 


3. Rasti atstumą tarp taškų A ir B: 
2 2 2 
= + +|-2) + [B 22 
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II būdas 
Visai panašiai kaip tai padarėme spręsdami 10.1 užduotį, išvestume tokią 


formulę: 
Žž |A-x + By, + Cz, + D| 


VÆ +B +C 


EEDA 55 


R IEEE "B 3 


Įrašome duomenis: 


d= 


Parašykite lygti plokštumos, kurioje yra taškas 
M, (—3; 2; 1) ir y ašis. 


10.9 
I būdas SPRENDIMAS 


Jei plokštuma eina per koordinačių pradžios tašką O(0;0;0), tai iš bendro- 
sios plokštumos lygties 

Ax+By+Cz+D=0 
gauname 

Ax+By+Cz=0 


lygtį, nes iš 

A-0+B-0+C-0+D=0 
gauname D= 0. 
Jei plokštumoje yra y ašis, tai B= 0, nes normalusis vektorius yra statme- 
nas y ašiai ir jo projekcija („šešėlis“) šioje ašyje lygi nuliui. 
Taigi ieškoma lygtis yra tokia: 

Ax+Cz=0. 
Įrašę taško koordinates, gauname: 

A-(-3)+C=0, C=34. 
Pasirinkime 4=1, gausime C =3. Užrašykime lygtį x +3z = 0. 
Kodėl galima laisvai pasirinkti A reikšmę? Todėl, kad gautąją lygtį galima 
padauginti ar padalyti iš bet kokio nelygaus nuliui skaičiaus - lygties esmė 
nuo to nepasikeis. Galima paaiškinti kitaip: svarbu normaliojo vektoriaus 
kryptis, o ne jo ilgis. 


II būdas 

Vienetinis vektorius y ašies kryptimi yra j = (0; 1; 0). Sujungę koordinačių 
pradžios tašką O(O; 0; 0) su tašku M, (-3; 2;1) gauname vektorių 
OM., = (-3; Z 1). Sujungę pradžios tašką su laisvai plokštumoje pasirinktu 
tašku M (x; y; z) gauname vektorių OM = (x; y; z). 
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Šių trijų vektorių komplanarumo sąlyga ir yra ieškoma plokštumos lygtis: 
X yz 
—3 2 1|=0, 
0 10 
—x—3z =0, 
x+3z=0. 


Raskite kampą tarp plokštumos 2x— y=5 ir plokštumos 
UZDUOTIS 
x4+2y-z-=0. 
10.10 


SPRENDIMAS 
Kampas tarp plokštumų lygus kampui tarp plokštumų normaliųjų vekto- 
rių. Normaliojo vektoriaus koordinatės aiškiai matyti plokštumos lygtyje: 


ñ =(2;—1;0), 
ñ, =(1;2;—1); 
|a|- |7 


2-1+(-1)-2+0-(-1) 
E e a a T 
V2+(-1)/ +0 -4P +2 +(-1) 


Ka 


Šios dvi plokštumos yra viena kitai statmenos. 


=0, 


„10.11 Raskite taško A(1;2; —1) atstumą nuo tiesės 
UŽDUOTIS/ „2 y 241 


3 2 —-1 
10.11 

SPRENDIMAS 

l būdas 

Pritaikykime trijų žingsnių algoritmą (žr. 10.1 ir 10.8 užduotis). 

1. Parašykime lygtį plokštumos, statmenos duotai tiesei ir einančios per taš- 
ką A. Tiesės krypties vektorių S = (3; 2; —1) panaudosime kaip plokštu- 
mos normalųjį vektorių ñ = (3; 2; —1): 

3-(x—1)+2-(y-2)-1-(z+1)=0, 
3x+2y—z-8-=0. 
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2. Raskime tiesės ir plokštumos susikirtimo tašką B. Iš kanoniniu pavidalu 
duotos tiesės lygties (lygčių, nes yra du lygybės ženklai) pasidarykime 
parametrines lygtis: 


x=3:4+2, 
y=2t, 
=pl, 


3x+2y-z—8=0; 
9t +6+4t+t+1—8=0, 
14t =1, 
1 
t=—; 
14 


ll būdas 

Išveskime formulę. Tašką M,, esantį tiesėje (šio taško ko- Pa f 
ordinates matome tiesės lygtyse), sujunkime su tašku A - 
pasidarykime vektorių M,A. Krypties vektoriaus Š ir 
M,A vektorinės sandaugos modulis yra lygiagretainio, 
kurio aukštinė lygi taško A atstumui nuo tiesės, plotas: 


(æsa: 
|pkas) 
B 


Įrašome duomenis: M, (2;0;—1), 
M,A=(-1;2;0), S =(3;2;—1); 


į 
(M,AxS)= = į 
3 


J4+14+64 v69  J966 


© J9+4+1 v14 14 


N N S 
© 
| 
| 
N 
į 
| 
~. 
| 
o0 
XI 


205 


10. TIESĖS, PLOKŠTUMOS, KREIVĖS, PAVIRŠIAI 


„10.12 Parašykšio lvøi <: S AS xe < 
užpuoTis/ Parašykite lygiagrečios x ašiai tiesės, einančios per tašką 
A(2;—1;3), lygtį. 
10.12 (i — 13), lysti 
SPRENDIMAS 


Kaip tiesės krypties vektorių panaudokime vektorių i = (k 0; 0). Nepamirš- 
kite — tinka bet kuris x ašiai lygiagretus vektorius! 
Užrašome kanoninės tiesės lygtis: 


x2 ytl o 2-3 


1 0 0 
Šį rezultatą pertvarkome į parametrines lygtis: 
x=t-+2, 
y=-], 
z=3. 


Lygiagretumas x ašiai reiškia, kad visų tiesės taškų y ir z koordinatės yra vis 
tos pačios. 


"al 


x=2t 
10.13 
Raskite kampą tarp tiesės {y =3t+2 ir xOz plokštumos. 
z=t-1 
10.13 
SPRENDIMAS 


Tegu + - kampas tarp tiesės krypties vektoriaus S ir plokštumos normalio- 
jo vektoriaus ñ, o œ - kampas tarp tiesės ir plokštumos. Akivaizdu, kad 


T T 
57 arba Žo 
priklausomai nuo to, kurį kampą (bukąjį ar smailųjį) norime išmatuoti. 

xOz plokštumos normaliuoju vektoriumi galime laikyti vektorių j = (0; 1; 0). 


Iš tiesės lygčių gauname 5 = (2; 3; 1), todėl 
š-j 3 314. 


Bpi] J4+9+1 14 
3/14 


14 
14 ` 


T 
a= 5 — arccos 
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Duotos tiesės bendrosios lygtys: 10.14 
| x—-y=5, UŽDUOTIS 


x+y-—z=l. 


Parašykite tiesės kanonines lygtis. TET 
—— (giišio) 


Tiesė yra dviejų plokštumų sankirtos linija. Tiesės krypties vektorius yra 
statmenas plokštumų normaliesiems vektoriams. Prisiminę, kad krypties vek- 
toriaus ilgis nesvarbus, ieškome vektoriaus, kuris yra statmenas kitiems 
dviem vektoriams. Puikiai tinka vektorių vektorinė sandauga! 


iL j k 
ï=(āxñ)=l2 -1 0|=i+2j+3k. 
i. 1 =i 


Dar reikia rasti vieną tiesėje esantį tašką. Žinodami, kad tinka bet kuris taš- 
kas, imkime tą, kuris yra plokštumoje yOz. Dėmesio, darome prielaidą, kad 
tiesė kerta šią plokštumą! Jei paaiškėtų (kaip paaiškėtų?), kad nekerta, imtu- 
me tašką kitoje koordinačių plokštumoje. Laimė, nėra tokios tiesės, kuri ne- 
kirstų nė vienos iš trijų koordinačių sistemos plokštumų! 
Taigi šiuo atveju pasirenkame x, =0 ir iš bendrųjų lygčių surandame y, 
bei Zo: 
=y = 5, 
Yo Zo = 
Yo = 75 Z = 76; 
M, (0;—5; — 6). 
Užrašome kanonines tiesės lygtis: 
x y+5_ z+6 


1 2 3 
D i tiesės: „10.15 
uotos dvi tiesės 
*—=3, 
x—y+z=5, 
JSA 2x+z=1 
x+z7=l. 
z=2t-1, 


Patikrinkite šių tiesių statmenumą ir lygiagretumą. 1015 
——227 


Jei tiesės yra statmenos, tai pirmosios tiesės krypties vektorius $, ir antrąją 
tiesę sudarančių plokštumų normalieji vektoriai i, ir ñ, yra komplanarūs. 
Patikrinti tiesių statmenumą reiškia patikrinti, ar minėtų vektorių mišrioji 
sandauga lygi nuliui. Kaip paprasta! 
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0 1 2 ba 
(5p ñ )=]1 -1 1|= --, |-5-0 
Ž di 2 


Tiesės nėra statmenos. 
Jau žinomu būdu (žr. 10.14 užduotį) raskime antrosios tiesės krypties 


vektorių: 
i j k 
5 =| —-1 1|=-i +j+2k. 
2 0 1 
Tikriname 5, ir ş, kolinearumą: 
O 2 
Arg 


Tiesės nėra lygiagrečios. 


Apskritimo centras yra taškas Oy; Yə), O spindulys ly- 
gus R. Užrašykite apskritimo lygtį. 


10.16 
SPRENDIMAS 


M(x;y) Apskritime laisvai pasirinkime tašką M (x; y). Iš 
stačiojo trikampio AOMN pagal Pitagoro teore- 
mą gauname: 

"0 N ON? + MN* =R", 


(x—x5) +y- = R". 
Tai ir yra bendroji apskritimo lygtis. Tarkime, kad 
ji jums atrodo pernelyg gremėzdiška. Matyt, kal- 
ta koordinačių sistema, apskritimas yra netinka- 
moje tos sistemos vietoje. Pakeiskime šios sistemos ašių pavadinimus į X ir 
y, gausime tokią apskritimo lygtį: 
= 2 = 2 2 
(T- x) +7 -y) =R. 
Dabar pasirinkime naują koordinačių sistemą xOy taip, kad būtų teisingos 


X 


lygybės: ESR ~ Ki 
y=y7-» 

Naujojoje sistemoje apskritimo lygtis yra kanoninė: 
20 R. 


Kas yra ta naujoji sistema? Reikia mokėti perskaityti ryšio tarp sistemų ly- 
gybes: ten, kur senosios sistemos x lygus X,, naujosios sistemos x lygus 
nuliui; ten, kur senosios sistemos y lygus Yə, naujosios sistemos y lygus 
nuliui. Vadinasi, taškas O(x,; y,) yra naujosios sistemos koordinačių pra- 
džios taškas. 
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Taigi prireikus galima nesunkiai „kanonizuoti“ 
lygtį - perkelti koordinačių pradžios tašką į ap- 
skritimo centrą. 
Sudarykime kitokias, parametrines, apskritimo lyg- 
tis. 
Jei parametru laikysime kampą (t), kuriuo reikia 
prieš laikrodžio rodyklę nuo x ašies pasukti spin- 
dulį, kad „pataikytume“ į tašką M E: y), tai gau- 
sime tokias lygtis: 

x= R- cost, 

y= R-sint. 


Jei šių parametrinių lygčių abi puses pakeltume 
kvadratu ir lygtis sudėtume, gautume kanoninę 
apskritimo lygtį. Patikrinkite! 


Polinėje sistemoje taško M(p:p) koordinatė p 
reiškia atstumą nuo poliaus (sistemos centro) iki 
taško M, o koordinatė + — kampas, kuriuo... vėl 
ta pati giesmelė, kaip apie parametrą t. 
Akivaizdu, kad užrašas 

p= R 
ir yra apskritimo lygtis (pati gražiausia apskritimo lygtis!) polinėje sistemoje, 
nes to vienintelio reikalavimo užtenka (4 gali būti bet koks), kad taškas M 
būtų R ilgio saitu „pririštas“ prie poliaus. 


K ki ti A = 1 ti li .. k di S „10.17 
okia yra tiesės y=5x lygtis polinėje koordinačių 


sistemoje? | 
ETA 0.17 
Pasinaudokime ryšio lygybėmis: SPRENDIMAS 
x= p: COSY, 
y= p- sing. 


p:sing =5- p- cosy 
Akivaizdu, kad šiuo atveju cosy = 0, nes priešingu atveju gautume, kad ir 
siny =0, o taip negali būti. 
Lygtis teisinga, kai p =0. Kai p #0, tai iš lygties gauname 
tgp =5. 
Tai ir yra tiesės lygtis polinėje sistemoje. 
Atsakymas: p = 0; tgy =5, kai p =0. 
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10.1 $ k 
Nubrėžkite grafiką: (x + y*) =xž- y*, 


10.18 
SPRENDIMAS 


Nėra nė mažiausio noro brėžti šios funkcijos grafiką (Bernulio lemniskatę) 
dekartinėje sistemoje! „Pereiname“ į polinę sistemą: 


x= p: coso, 
y=p: sinp; x+y =p; 
L 2 AŽ 
p =p (cos -sin p) 
p* =cos2o, 
p = 4 cos 24. 
Pastebėkite, kad suprastinome iš p =0, bet „=0 gaunama iš galutinės 
lygties. Be to, prieš kvadratinę šaknį nereikia pliuso, minuso, nes visus krei- 


vės taškus gausime imdami vien pliusą. 
Turi būti cos25 > 0, 


Zak -><2pS T + 21k, kEZ, 


rk- tark, keZ. 
4 4 
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"= +. 2 2 o z5 10.19 
Duota apskritimo lygtis: x +y +x4+y—3,5=0. 


Raskite apskritimo spindulį ir centro koordinates. 
10.19 
SPRENDIMAS 


yzi] -|+ |-35=0 


Atsakymas: apskritimo spindulys R=2, centro taškas c|-Ż:-4} 


Parašykite lygtį apskritimo, einančio per taškus ( „10.20 
A UZDUOTIS 
A(1;0), B(—1;1) ir C(0;2). 


10.20 
I būdas SPRENDIMAS 


Parašykime kraštinės AB lygtį: 


y-0 x-l 
io IT x+2y-1=0. 
Raskime kraštinės AB vidurio tašką D(xp;yp): 

_ Xa tžg Jat y. 
DZS 2 > Xh: 2 , 
„si. gai 
2 2 2 

on] 

2 


Parašykime lygtį tiesės (1), einančios per tašką D statmenai tiesei AB: 


l 
kag =op k =2; 


1 

=———2+ y=]; 
y= aao) 
4x—2y+1=0. (1) 
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Analogiškai (padarykite tai savarankiškai) gautume tiesės (2), einančios per 
kraštinės AC vidurio tašką statmenai šiai kraštinei, lygtį: 


2x-4y4+3-=0. (2) 
Tiesių (1) ir (2) susikirtimo taškas yra ieškomojo apskritimo centras: 
4x—2y+1=0, 
2x—4y+3=0; 
lp 
6 6 
Atstumas nuo taško O iki taško A (arba B, arba C) yra apskritimo spin- 
dulys R: 
i aš 
r] žo) 
6 
B 
18 
Dabar jau galime parašyti apskritimo lygtį: 
ii | s) 25 
s AE —=| =— 
6 6 18 
ll būdas 


Taškų A, B ir C koordinatės turi tikti apskritimo lygčiai 
2 2 
(*—- 4) HIR = R". 
Sudarę ir išsprendę lygčių sistemą, rasime Xo, y, ir R. 
2 2 
(1—-x,) +(0—-7,) = R", 
2 2 2 
(-1-4) +=) = 
(0— x) +2- =R. 
Iš pirmosios lygties atėmę antrąją ir iš pirmosios atėmę trečiąją, gauname: 
1—2x,—1—2x,—14+2y,=0, 
1— 2x, —4+ 4y, =0; 


2x,-4y,=-3, 
L =—l; 
6 a. 
"6 L 6 


Atsakymas: 
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Parašykite lygtį kreivės, kurios kiekvienas taškas 10.21 
vienodai nutolęs nuo fiksuoto taško F (židinio) ir fik- WŽDUOTIS 


suotos tiesės d (direktrisės). 


10.21 
SPRENDIMAS 

Lygtis bus „graži“, jei židinį F pasirinksime x ašyje, o direktrisė bus statme- 
na x ašiai ir šie du „fiksatoriai“ bus išdėstyti taip, kaip parodyta brėžinyje. 
Pagal apibrėžimą taškas O turi būti „pusiaukelėje“ tarp direktrisės ir židi- 
nio. Tegul p - atstumas nuo koordinačių pradžios iki židinio (ir iki direktri- 
sės), o M(x;y) - laisvai kreivėje pasirinktas taškas. 
Užrašome lygybę: 

p+x= y" +(p-x). 
Ar matote, kaip „išmatavome“ atstumus? 

p'+2px+x*=y*+p'-2px+x", 

y’ =4px. 
Tai parabolės lygtis. Tiesa, knygose dažniau rasite y“ = 2px lygtį. Išsiaiškin- 
kite skirtumą. 


Parašykite lygtį kreivės, kurios kiekvienas taškas bū- / 10.22 
tų vienodai nutolęs nuo tiesės y=x+1 ir taško WUZDUOTIS 


F(4;2). 
10.22 
SPRENDIMAS 


Pagal aprašą turėtume gauti parabolės lygtį (žr. 10.21 užduotį). Kreivėje laisvai 
pasirenkame tašką M (x;y). Jo atstumas iki tiesės x — y +1=0 yra 


PA |x- y+ || | 
Pe 
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Taško M(x;y) atstumas iki taško F(4;2) yra 
d. =(x-4) +(y-2). 

Iš sąlygos d = d,, todėl 
|x- y + || 


g Ve- +6-2). 
(x-y +1} =2-[(+—4) +(y-2)), 


xX? —2xy +y +2x—2y+1=2x7 —16x +32+2y°—8y +8, 
xX +y +2 —18x—6y+39=0. 
Ar tai parabolės lygtis? Taip! 


10.23 Raskite taško M (xy ) trajektoriją, jei jis judėdamas lie- 
UŽDUOTIS ka tris kartus arčiau tiesės x =1, palyginus su atstumu 


10.23 iki taško A(9; 0). 
SPRENDIMAS 


Vieną atstumą palygindami su kitu, gauname tokią lygtį: 
3-(x-1)= {x-9} + (7-0), 
(1-1 =(4-9 +y’, 
9x* —-18x +9=x* -18x+81+y", 


8x? - y" =72, 
42 
9 72 


Tai hiperbolės lygtis. 


10.24 i i ivé j: 
Sudarykite kanoninę kreivės lygtį: 


2x* +5y* +8x—10y—17=0. 
10.248 
SPRENDIMAS 


2(x* +4x)+5(y* -2y)-17=0, 
2(x* +4x+4—4)+5(y" -2y+1-1)-17=0, 
2(x+2) +5(y-1) =30, 


214 


10. TIESĖS, PLOKŠTUMOS, KREIVĖS, PAVIRŠIAI ) 


(++2) (5-1) 


+ ak 
15 6 
Tai elipsės lygtis. „Patraukiame“ koordinačių ašis: 
x=x12, 
y=į-L 
2 Ža 
15 6 


Elipsės pusašiai yra J15 ir V6. 


Sudarykite hiperbolės lygtį, jei žinomas hiperbolės / _10.25 
ekscentricitetas < = 2,4 ir menamasis pusašis 5=3, YŽDUOTIS 


10.25 
x k SPRENDIMAS 
m. 
B 
Šių formulių ir sąlygoje pateiktų duomenų pakanka hiperbolės lygčiai 


sudaryti. 
c=2,4-a, 
c"=a" +9; 


4,76-ą4* =9, 
„< -9 90 
4,76 476 
iperbolės lygtis: 900 9 . 
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Įrodykite, kad yra tik du natūralieji skaičiai, kurių suma 
lygi jų sandaugai. 


SPRENDIMAS) Reikia rasti, kurie natūralieji skaičiai tinka lygčiai: 
X-y=X14 J. 
Pertvarkykime lygtį taip (K. Česnavičiaus sprendimas): 
(1 (y-1)=1. 
Jei x ir y yra natūralieji skaičiai, tai (x —1) ir (y—1) taip pat yra natūralieji 
(nelygūs nuliui) skaičiai, o dviejų natūraliųjų skaičių sandauga lygi 1 tik 
tada, kai abu skaičiai lygūs 1. 
Vadinasi, x=2 ir y=2. 
Per daug paprasta... Spręskime grafiškai! 
ye x 
x-l 
Pritaikę transformacijas, nubrėžkime šios funkcijos grafiką. 


x-1+1 
x-l 
=1+ l ; 
x-l 
1 
Ms 
X 
1 
T 
J= 


Grafiką y, = $ reikia per vienetą pastumti į dešinę ( ya) ir per vienetą pakelti 
ý 

į viršų (y,). Lengviau perkelti x ir y ašis. 

Iš karto matome atsakymą: tie skaičiai yra 2 ir 2. Be to, matome, kad jei 


vienas skaičius būtų didesnis už 2, tai kitas būtų mažesnis už 2, bet didesnis 
už 1, vadinasi, ne natūralusis. 


e e 


LLLA LA LLA. 
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Pati gražiausia, paprasčiausia, „mokyk- 

linė“ hiperbolė yra y= A Kodėl ši lygtis 
x 

tokia nepanaši į kanoninę hiperbolės lyg- 


2 2 
X 


T == 1? Todėl, kad kreivė plokš- 
tumoje pasukta 45 laipsnių kampu prieš 
laikrodžio rodyklę, lyginant su ta krei- 
ve, kuri gaunama pagal kanoninę lygtį. 
„Kanonizuokime“ hiperbolę x-y = 1, su- 
darykime jos lygtį pasuktoje koordina- 
čių sistemoje (x,Oy,). 

Sistemos posūkio kampą pažymėkime a - rezultatą galėsime panaudoti ne 
tik posūkio 45° kampu atveju. 


Iš brėžinio matome, kad < = 2 = 46, 
DC =y,cos8= y,sina, OB=x,-cosa, DC=OB-x, 
y, sina = x, -COS4 —X, X=X,-COS4— y, -Sina. 
Analogiškai gautume, kad y = y, : cosa + x, -sina. 
Įrašykime ryšio formules į hiperbolės lygtį: 
(x, -cosa — y, sina) (y, -cosa + x, -sina)=1, 
AŽ 
2 2 


Štai ir gavome kanoninę hiperbolės 
lygtį! 


. 2 
cosa = sing = —, 


Patikrinkite: naujojoje sistemoje hiper- 
bolės viršūnės tikrai yra taškuose 


(V2;0) ir (-V2;0). 
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66 


Xx =3. Kieno tai lygtis? Atsakymas yra nevienareikšmis. Vien- 


matėje erdvėje (x ašyje) x = 3 yra taškas, dvimatėje erdvėje - tiesė, o trimatė- 
je erdvėje - plokštuma. 

Negalėtume iš karto pasakyti ir kas yra y= x“. Dvimatėje erdvėje tai para- 
bolė, o trimatėje erdvėje - parabolinis cilindras, statmenas xOy plokštumai. 


Kūgio pjūviai. Ką gausime kūgio x* + y’ —z“ =0 ir plokštu- 
mos x=2 sankirtoje? Iš lygčių sistemos bus aiškus atsakymas: 


ET“ 


X=.2i 
y =z +2 =0, Poy er, 
2 2 

25 2 


Tai hiperbolės lygtis. 
O jei kūgį kirsime jo sudaromajai lygiagrečia plokštuma z = x +1? 
xX ++ y 2 =0, 
| =x;4Į; 
y =2x11. 
Pjūvio projekcija ir pats pjūvis yra parabolė. 
Dabar kirskime kūgį xOy plokštumai lygiagrečia plokštuma z=3: 
x +y -z =0, 
i = 3; 
x? 3 y? = 32 
Tai apskritimo lygtis. 
Pagaliau kirskime kūgį xOz plokštuma, t.y. y = 0: 
x*'+y'-2'=0, 
i =0; 
x= z. 


Tai dvi tiesės. 
I SS gauti ir alui Pabandykite! 
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ž As 4 i 10.26 
Kokio paviršiaus lygtis yra tokia: x? +y —z7* =17 


10.26 
SPRENDIMAS 

Pritaikykime pjūvių metodą. Kirsdami paviršių plokštuma z =0 (t.y. koor- 
dinatine plokštuma xOy ), gauname: 

xX +y =l. 
Tai apskritimo lygtis. Nesunku įsitikinti, kad ir visuose xOy plokštumai 
lygiagrečiuose pjūviuose gaunami apskritimai. 
Kirsdami paviršių plokštuma y=0, gauname: 

x-z’ =l. 
Tai hiperbolės lygtis. Tokią pačią hiperbolę gauname ir pjūvyje x = 0: 

y =z =i. 
Dabar jau galite įsivaizduoti, kaip atrodo vienašakis hiperboloidas (žr. pav.). 


SEFTA 
Nans 


; = : ad, 10.27 
Kokio paviršiaus lygtis yra tokia: UŽDUOTIS 
9x* +25y° — 36x — 50y +60 = 0? 
10.27 
SPRENDIMAS 


9(x* -4x+4—-4)+25(y* -2y +1-1)+60=0, 


9(x—2) —-364+25(y—1) -25+60=0, 


2 


9(1—2) +25(x=1) =L 
Tai elipsės lygtis. Vadinasi, trimatėje erdvėje tai elipsinis cilindras, kurio suda- 


romosios yra lygiagrečios z ašiai (cilindras yra statmenas xOy plokštumai). 
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10.28 Kokio paviršiaus lygtis yra tokia: 


x? —9y* +2x —54y—80=0? 
10.28 
SPRENDIMAS 


x'+2x+1-1-9(y* +6y+9-9)-80=0, 
(x+1) -9(y+3) =0, 

L 1 

x+1=-3(y+3); 

Ko B, 

3y+x+10=0. 


Tai dviejų lygiagrečių z ašiai plokštumų lygtys. Plokštumų „pėdsakai“ xOy 
plokštumoje yra tiesės, kurias matote šiame paveikslėlyje. 


(OCO)C)eoeoeoe0e000 


Kuris apskritimas 
didesnis? 
Jie lygūs! 


(OC) Joeeee0e00008 
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Yra keistuolių, kuriems atrodo, kad riba - nieko nuostabaus. Pavyzdžiui, 
užrašą lim f (x)= A jie lengvai gali paaiškinti taip: skaičius A yra funkcjos 
f(x) riba, kai x artėja prie x, jei Ve >0, 36(6)>0: 0<|x-x|<8(e)= 
> |f(x)- Al < g. Kartais skyrybos ženklus jie pakeičia žodžiais „...toks, 
kad...“, „...iš to išplaukia...“, kartais teikiasi paaiškinti, kad bendrumo kvan- 
torius (skamba solidžiai, tiesa?) V iš tiesų yra apversta pirmoji angliško 
žodžio „All“ raidė, todėl ir reiškia „kiekvienam“, „visiems“, o 3 gimė iš 
„Exist“, todėl ir reiškia „egzistuoja“, „yra“, bet ar nuo to lengviau? 
Pavyzdžiui, senovėje žmonės labiau stebėjosi. Išminčius Zenonas įrodinėjo: 
greitakojis karys Achilas negali pavyti vėžlio. Tarkime, Achilas bėga 100 kartų 
greičiau už vėžlį. Karys puola vytis vėžlį, kai tarp jų yra 100 žingsnių. Kol 
Achilas nubėga 100 žingsnių, vėžlys „nubėga“ vieną žingsnį. Kol Achilas 
nubėga tą vieną žingsnį, vėžlys jau toli — per vieną šimtąją žingsnio nuo 
persekiotojo. Taip niekada Achilas vėžlio ir nepavys... 
Spręsdami ribų uždavinius pastebėsite, kad rezultatas gali būti vienas iš trijų: 

1) ribos visai nėra; 

2) riba yra baigtinė; 

3) riba yra begalinė. 
Ypač svarbu skirti pirmąjį atvejį nuo trečiojo. lim sinx - neegzistuoja, „sinu- 
nusas prie nieko neartėja“, o lim lnx = oo - riba yra, bet ji begalinė. Skamba 
paradoksaliai, bet juk ir mūsų gyvenimas — paradoksas: mirtis yra mūsų 
baigtinė riba, o visų gyvenimų riba yra begalybė (dvejopa prasme: religin- 
gam - kaip amžinas gyvenimas, matematikui — kaip neribotas mirčių skai- 
čius). 
Paryškinkime dar vieną keistenybę: 


lim L + 3 =; 
An—00 n 

1y 
lim L +—| =e. 
X—00 be 
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Pirmuoju atveju klausiame: ką gausime, jei į reiškinį L + L įrašysime vis 
n 


didesnį ir didesnį natūralųjį skaičių? Atsakome: gausime vis artimesnį skai- 
čiui e = 2,718281... rezultatą. Nepamirškite, skaičiaus e negausime niekada, 
net įrašę kelių milijonų skaitmenų skaičių n! Tai ir yra ribos esmė - begaly- 
bės mistika... 

Antruoju atveju x kinta kaip įprastas funkcijos argumentas, įgydamas visas 
realiąsias reikšmes, bet riba vis tiek lieka tokia pati. Taigi spręsdami uždavi- 
nius dažniausiai nekreipiame dėmesio, koks yra ribos „argumentas“, svar- 
bu, kaip jis kinta. 

Parodytą ribą vadinsime antrąja nuostabiąja riba. Ja išsprendžiamas tikrai nuo- 
stabus neapibrėžtumas la 2 


sinx 
=; 


Pirmoji nuostabioji riba yra tokia: lim 
X—! X 
Parodysime šiek tiek stilizuotą ir supapras- 
tintą tos ribos įrodymą. Matote paryškintą 
raidę N? Taigi įrodinėjame Nuostabiąją ri- 
bą... 
Vienetiniame apskritime trumpasis vertika- 
1 lus „raidės“ brūkšnelis yra sin(x), lenktoji 
dalis yra x (lankas lygus kampui), ilgasis 
brūkšnelis yra tg(x). 
Užrašome nelygybę: 
sin(x) < x < tg(x), 
M 
sin(x) ` cos(x) 
lim cos(x)=1 - kas tuo abejoja? 


Dabar pritaikykime „trijų girtuoklių teoremą“: jei girtuoklį vedantys už pa- 
rankių du sėbrai eina į tą pačią vietą („turi tą pačią ribą“, šiuo atveju viene- 
tą), tai į tą pačią vietą pateks ir tarp jų einantis vargeta: 


lim — =. 

x>0 sinx 
Pagrindinis ribų skaičiavimo principas — „išprastinti“ neapibrėžtumą. Tam 
naudojamos algebrinių reiškinių skaidymo formulės ir, žinoma, galingoji 


Lopitalio taisyklė. Priminsime ją viena formule be komentarų: 

al, J 

x>a g(x) x>a g'(x) 
bet jūs Žinote, kad nepasimokius galingas ginklas gali tapti pražūtingas. 
Šiame skyriuje teks šį tą panaudoti iš tolesnių skyrių. Nieko nepadarysi, 
pasaulis nekūrė matematikos skyrių po skyriaus. 
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11. RIBOS 


Klasika 
3 2 11.1 
T ; 3 2 y 
Apskaičiuokite ribą: lim AE, UŽDUOTIS 
> S x X 


11.1 
SPRENDIMAS 


Nesunku jsitikinti, kad reikia „išspręsti“ neapibrėžtumą = . Tai reiškia, 


kad ir skaitiklio, ir vardiklio daugianariuose yra „užmaskuotas“ daugiklis 
(x +2), nes būtent jis virsta nuliu, kai x = —2. 
„Išskirti“ šį daugiklį galima ieškant daugianarių šaknų arba padalijant skai- 


tiklį ir vardiklį iš (x + 2). Turėtų pasidalyti be liekanos! Taip ir padarykime: 


xX +3 +2x|x+2 x?’ —x—6 |x+2 


L +2 xX +x 145. 2-3 
x*+2x —3x—6 
(X + E- 8 
0 0 
„X +3 42 (x+2)(x +x) „X 4+x 2 
li m ——“  — —=lim— —— —  ———=lim =- 


1-2 x’ -xX-6 == (x+2)(x—3) -2 x-3 5 


Pavadinkime tai „kenksmingojo daugiklio išprastinimo“ metodu. 


3 


11.2 
Apskaičiuokite ribą: lim zl 
=—2(2—-x 8-x 
11.2 
SPRENDIMAS 


Neapibrėžtumą (00 — 00) pakeisime kitokiu neapibrėžtumu. Gal su naujuo- 
ju neapibrėžtumu bus lengviau susidoroti? 


1 3 z 4412x+x-3 | 341 
= lim ————— — = lim = 


2 8— X 

Čia tai pasisekė! Po bendravardiklinimo jokio neapibrėžtumo neliko. Ribos 
rezultatas yra nė kiek ne blogesnis už bet kokį skaičių. Kokia tai begalybė: 
+œ ar —007 
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( 11. RIBOS 


Apskaičiuokite ribas: 
UŽDUOTIS 3 —2x— 3x? 
1) lim 5x Ter 2) lim 1— 2x 2. 
x12% 2x +3 12% 2+x+3x 
; vV2x 2, 
3) lim -== ; 4) lim XIL, 


3x +vV3x +V3x = Tr 3x 
Jx+2 


5) 
Ei Js xa J2x+1 
11.3 
SPRENDIMAS 
i. fim 5x°+x+1 __ fskaitiklį ir vardiklį padalijame iš x aukš- — 
x>% 2xł4+3  (čausiuoju reiškinyje esančiu laipsniu 
aglar 
= lim #4 -0 
xX—0 2 EA 
La 


AS 


nai. Samprotauti galima taip: jei skaitiklio daugianario (ar jam lyg ir ekviva- 
lentaus reiškinio — tais atvejais būkite atsargūs!) laipsnis didesnis už vardik- 
lio daugianario laipsnį - rezultatas lygus begalybei, jei atvirkščiai - rezulta- 
tas lygus nuliui. 

Jei laipsniai vienodi, lemia „fotofinišo“ duomenys - koeficientų prie aukš- 
čiausiųjų laipsnių santykis. Žemesniojo laipsnio nariai visai nesvarbūs - 
liūtai kovodami pelėmis nesidomi. 


— — 2 — 
2) lim E = >i =-—]1 („fotofinišas“); 
x> 2At 3x 3 


Tea 
7 NTA Vax Px /3x 
Šu 
m Tx + x 
S kų E i 


o Ya x41 A+ 1442 
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11. RIBOS 
o E 11.4 
Apskaičiuokite ribą: lim wL, UŽDUOTIS 
1— Xx 


11.4 
SPRENDIMAS 


Pritaikysime principą „padauginti ir padalyti“ bei „kenksmingojo daugiklio 
išprastinimo“ metodą: 


(Vx-1-2)-(4x-1+2) — 


lim 


x-5 ; 1 1 
= lim = lim ————=— 
5 (x—5){Vx-1+2) = (x-5) (vx=1+2) = vx-1+2 4 


Apskaičiuokite ribą: 


; 11.5 
im SAS UŽDUOTIS, 
IE cos2x 
š 11.5 
SPRENDIMAS 


Prireiks tik vienos trigonometrinės formulės ir „išprastinimo“ principo: 


| 1 J2 
siim = 


iškės cosx — sinx 
17 (cosx -— sinx): (cosx +sinx) 


„T cosx+sinx 2 l 


11.6 
rr „ 1- y 
Apskaičiuokite ribą: lim = UZDUOTIS 
1— X 
11.6 
SPRENDIMAS 


: L : ; a n . sinu 
Pasinaudosime pirmąja nuostabiąja riba: lim 
aa 


— =l. 
u 
l būdas 
2sin? Ž 2-sinŽ -sinŽ i 
lim = lim — 4 — =, 
x—0 Xx“ x—0 X XA 2 


2 
Gautąjį rezultatą galima laikyti ekvivalentumo 1—cosx ~=, kai x —0, 
įrodymu. 


II būdas 
Pritaikome Lopitalio taisyklę: 
1—cosx)' i 
p C a LA 
x—=0 Ea ž40 2x 2 
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II. RIBOS 


- x+1 
„11.7 A MA „ [3x5—-4)2 
UŽDUOTIS/ Apskaičiuokite ribą: lim . 

z>% |3x+2 
11.7 
SPRENDIMAS, j 


Pasinaudosime antrąja nuostabiąja riba: lim [+] 


=e, 
u 
Stebėkite, kaip „sukonstruosime“ reikiamą reiškinj: 
x+ 3x+2 -6 x+l 6 xdi 
4 2 —6 \ 6 312 2 lim >25 
lim i+ -| = lim |1+ =en 32 2 =e 
> +2 1—0 3512 e 


Matėte ir „pridėti — atimti“, ir „padauginti - padalyti“, ir „fotofinišo“ ele- 
mentus. 


Margumynas 


11.8 li V2 — 2cosx 
UžDUOTIS/ Apskaičiuokite ribą: T A 4x ` 
4 
11.8 
SPRENDIMAS 


l būdas 
; . TRE ER. . sinu 
Pasinaudosime pirmąja nuostabiąja riba: lim — =l. 
n0 uų 
R Toy 
J2 2-|-2sin 2 sin Ž 
2 -3 T008X 2 
lim = lim 
4 Ž T PE T 
4 4. p —X 4 —-X 
4 44 2— 53 
2 
T 
= į šiuo atveju u = 4 ; iš tiesų, kai X — gotai u— 0; = 
T 
SER 
sin4 5 
= —2lim Žo —-2, 
gat 4 4 
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11. RIBOS 


II būdas 
Pritaikome Lopitalio taisyklę: 


„6-1 11.9 
Įrodykite tapatybę: lim 7 UŽDUOTIS 
11.9 
SPRENDIMAS 


I būdas 
Funkciją e“ išskleiskime Makloreno eilute (žr. 15 sk.): 


ž S E 
6 =—1P1--—> to a 
213 


5 


x? 


l+x+— +..—l1 3 
i i +. 2 
lim ————“———-=lim | 1+—4+— + ji 
x—0 X x—0 6 
Il būdas 
Pritaikykime Lopitalio taisyklę: 
x e“ =l ' X 
nedam E i 
x—0 X x—0 bal x—0 1 


Apskaičiuokite ribą: lim | x+Vx+4Jx —Jx 


„11.10 
. UZDUOTIS 
Pritaikysime principą „padauginti ir padalyti“: 


11.10 
lim x+yx+ x—x Sim Vx+vVx 
e detre tve tys O Nx+yr+Na +v 


Dabar įžvalgesnis studentas iš karto pasakys atsakymą, pritaikęs daugiana- 
rių santykio ribos skaičiavimo taisyklę (žr. 11.3 užduotį). Žinoma, šiuo at- 
veju skaitiklyje ir vardiklyje — ne daugianariai, bet principas „rungiasi tik 
galingiausieji“ vis tiek tinka. Įsižiūrėkite. 
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11. RIBOS 
Skaitiklį ir vardiklį 2 iš vx („iš galingiausiojo“ ): 
| j 
11—= 1+ j 
i = lim 
im 
X Vx+Vx X 
x 


he fit —+l 
"Es 


Matote, neapibrėžtumas ( 00 — 00) ) buvo pakeistas neapibrėžtumu iš 3 
oo 


lim = 


X—00 


šis „išnyko“ padalijus iš Jx a 


11.11 
UžDUOTIS/ Apskaičiuokite ribą: lim (cos Jx+1-cosV/x |: 


11.11 
SPRENDIMAS 


Pritaikykime formulę: 


cosa — cos 8 = —2sin 


a+8 . a-0 
> ; 


-sin 
2 


lim "Ta -sin Te = 


X—00 


=|antrojo sinuso argumentą „padauginame ir padalijame“) = 


PES k 
sin —————— -sin — 
2 Jx+1+/4x 


daugiklio reikšmė yra aprėžta, o antrojo daugiklio reikšmė artėja prie nulio. 


11.12 
Apskaičiuokite ribą: lim 


n= o0 
11.12 
SPRENDIMAS, 


=—2lim = (0, nes pirmojo 


x> 


x x 
cosŽ-cosŽ. „+ C0S——|. 
2 4 2 


“ 


Visą reiškinį padauginkime ir padalykime iš sin Žr. Stebėkite, kaip „subyra 


visa konstrukcija: 


r X ba 
lim |cos—-c0S—-...- . . 
n—oo 2 4 Žr 2" 
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l1. RIBOS ) 


x 
ž COS A sin yA 
= lim ora T Ė 
n—00 . X 
ramy 


Vėl „sukonstruojame“ formulę 2- sina: cos& = sin2a, kol lieka tokia riba: 


sinx 
2 ea 
2 
Vardiklį pertvarkysime taip, kad susidarytų pirmoji nuostabioji riba: 
sinu 


lim 


n> 


lim =l. 


u—0 u 


lim sinx | sinx 
n= i X ie X ` 
sin — 

X: 2 
+ 
2" 


Pastebėjote, kad pasistengėme padaryti u = 7 


Apskaičiuokite ribą: 


a 11.13 

è UZDUOTIS 
l — + — +.. t- 

æ |13 3-5 ana) 


us) 
Ė SPRENDIMAS 
1 

(2n-1(2n+1) 


is, 
(2n—1)(2n+1) 2-1 2n4+1 


Išskaidykime trupmeną: 


A(2n+1)+ B(2n-1)=1; 
n=-: 2A4—1, Ai 
2 


n=--: —2B =], pact, 
2 
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( II. RIBOS 


1 1 


(2n—1)(2n+1) 2 


Dabar pagal gautą rezultatą perrašykime po ribos ženklu esantį reiškinį, 
beveik viską suprastinkime ir lengvai rasime ribą: 


S 
2n-1 2n41 


| o So ICE | 1 1 | 
lim |-|- — — +- + + — = 
E 1-3 22 5 7 2n—1 2n41 
= lim fi- tallas 

n=œ| 2 2n +1 2 


11.14 1—cos(1—cosx 
užDuUoTIs/ Apskaičiuokite ribą: lim Lai a 
1— X 
11.14 
SPRENDIMAS 


I būdas 

Du kartus pritaikysime Lopitalio taisyklę ir du kartus pasinaudosime pir- 
. sinx 

mąja nuostabiąja riba: lim — =]. 
X> X 


(I - cos(1— cos x))' sin(1— cos x)-sinx | 


im ——————!" =lim 7 
x>0 (ay +—0 4.x 
„o sinx „ (sin(l-cosx)) .  cos(1— cosx): sinx 
= lim -lim ——— = i —— E 
x—0 X x—0 (4. rT x—0 8x 
„sinx „ cos(l—cosx) 1 
= lim -lim =; 
x—0 X x—0 8 8 


II būdas 
Pritaikykime formulę 1— cosa = 2sin" > o po to „padaugindami ir padaly- 


dami“ sukonstruokime pirmąją nuostabiąją ribą: 


. „({1— cosx £ 
2sin - 
| 2 
lim — = 
>? "= B 
2 
. [=] j t=cosx] E 
sin —— —— sin 3 
=2-lim ——— -lim ——  — (lm —— = 
x=>0 l—cosx  x=0 1—-COSX  x>0 xÍ 
2. 2 
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II. RIBOS 


š 11.15 
rz „ arcsin ž 
Apskaičiuokite ribą: lim ET. UZDUOTIS 
+= x 
11.15 
SPRENDIMAS 
l būdas 


“ ausa „ (arcsinx) | 1 
Pritaikome Lopitalio taisyklę: lim ————- 


! x—0 2 
Il būdas. (x) 1-x 
Pritaikome keitinį: arcsin x = t. 
arcsin x t 1 1 


mi Aksu, ma a Aa R 
x—0 X 1-0 sint šo 1 


Įrodėme, kad arcsinx ~x, kai x — 0. 


ETTE ans 11.16 
Apskaičiuokite ribą: lim salpa — VES, 


tgx 
11.16 
SPRENDIMAS 


lim 
a tgx- [Vl +sinx Da. 
= lim 2sin x 2cosx 
x—=0 sinx mm > ans Lk 
co 


11.17 
1 M 
Apskaičiuokite ribą: lim (cos x )sinx . UŽDUOTIS 
F- 
11.17 
SPRENDIMAS 


x—0 x—0 


1 
lim (1+ cos x — I)siax = lim h- = Žin" — 
2sin“ iz 


=} 


, M 
= lim h- 2sin? zerg 2 ana E 2 =e =]. 
x—0 
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II. RIBOS 


11.18 

UŽDUOTIS/ Apskaičiuokite ribą: lim x 
11.18 

SPRENDIMAS 


Jx Nx +1 -V3). 


x(x +x’ +1- 2x) 


lim = 

A 

zi Ea +1- x‘) i 
m [p 1 ix | 4145) 


lim o =0, nes vardiklio 


SeN eet +x v3)-( xt +1 +x?) 


laipsnis aukštesnis už skaitiklio laipsnį. 


Jx? Nxt +1- xv2 


= —00 (jokio neapibrėžtumo nėra). 


lim x 
K-——00 


Apskaičiuokite ribą lim x“. 


SPRENDIMAS lim x* =u, 
x—0+0 


In im x“ = Inu, 
x—0+0 


lim Inx“ =1Inu, 
x—0+0 


. lnx 
lim — = Inu, 
x—0+0 


232 


11. RIBOS ) 


Matote vadinamąjį logaritminį ribų skaičiavimo būdą: ieškoma riba pažy- 
mima kintamuoju (tinka u, nes primena UFO - neatpažintą skraidantį ob- 
jektą...); abi gautos lygybės pusės logaritmuojamos; ribos ir logaritmo žen- 
klai sukeičiami vietomis. 

Šiuo atveju buvo pritaikyta Lopitalio taisyklė. Skaičiavome „ribą iš deši- 
nės“: x artėjo prie nulio, bet reikšmė visą laiką buvo teigiama. 


960696009060( OOO 


Egzamino metu studentui parodau homogeninę dviejų tiesinių lygčių sistemą ir 
klausiu, ar sistema turi trivialų sprendinį. 

„Ne!“ — ryžtingai sako studentas. 

„O kokį sprendinį turi?“ — smalsauju. 

„Divialų“, - paaiškina studentas. 
Supratau, kad semestro metu matydamas trijų lygčių homogenines sistemas ir 
girdėdamas, kad jos turi trivialius (akivaizdžius, neabejotinus) sprendinius, šis 
jaunuolis žodį „trivialus“ siejo su žodžiu „trys“. Logiška, kad dviejų lygčių 
sistema turi turėti „divialų“ sprendinį. Taip ir gimsta nauji žodžiai! 


9606060066060( OOO 


Rezultatą pažymėkime x, sudarykime ir išspręskime lygtį (akivaizdu, kad x 


yra teigiamas): 
x=2+ 


> 


2x+x*'=44+2x42, 

x =6, x= (6. 
P.S. Davidas J. Bodycombe knygoje „The Giant Book of IO Puzzles“, išsprendęs panašų 
uždavinį, pateikia neįtikėtinai neteisingą atsakymą 452] 


Žau au au au au an an an au au au au an ana ua nana us 


( II. RIBOS 


1. Įrodykime, kad imli T) =é. 
xX— 00 X 


Pritaikykime logaritminį ribų skaičiavimo būdą ir Lopitalio taisyklę: 


y i4 In TR 
ni + +) = Ine, limin(1 ++ =l, lim 2 
X—00 e X—+00 X X—00 2 
X 
D S 
2 
TERE i 
lim —2 i =1, lim—— =l, i=i 
e X "S 
X “a 


Ar tai reiškia, kad įrodėme antrąją nuostabiąją ribą? Anaiptol! Juk laikėme, 
kad žinome, jog lne =1. O iš kur sužinojome apie tą mistinį skaičių e ? 


2. Apskaičiuokime ribą: lim—. 


Atskirai skaičiuokime ribą iš kairės ir ribą iš dešinės: 


i B "m d 
lim —= lim —=1. lim —= lim —=-l. 
x—0+0 |x| x—0+0 X x—0-0 |x| Xx—0-0— X 
x 
Matote — ribos skirtingos! Nubraižykite funkcijos f= grafiką ir 
x 


pamatysite, kad f (0) reikšmė yra neapibrėžta. 


3. Suraskite internete, kaip apskaičiuojama ši riba: 


im- — =V. 
n—00 b į e" 


Ieškokite pagal užklausą „Stirlingo formulė“ (Stirling’s formula), nes ši riba ir 


z) -/21n, kai n—> œ. 


e 


reiškia, kad n!% 


(O ŽOŽOŽOŽO7O7O7O7O2O20707010707070701010102020207 
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12. IŠVESTINĖS 


Geras sumanymas: iš vienos funkcijos išvesti kitą funkciją (t.y. gauti išvesti- 
nę funkciją, trumpiau - išvestinę) ir iš jos šį tą sužinoti apie pradinę funkci- 
ją. 

Kaip išvesti? Yra trys dalykai: apibrėžimas, formulės ir taisyklės. Visa tai 
lengvai rasite kitose knygose, čia paaiškinkime svarbiausią taisyklę - sudėti- 
nės funkcijos diferencijavimo (išvestinės suradimo procesas vadinamas dife- 
rencijavimu; ar galite paaiškinti šio žodžio prasmę, kilmę?) taisyklę. Ji pana- 
ši į namo statymo ir nugriovimo taisyklę. Namą rekomenduojama pradėti 
statyti nuo pamatų. Tiesa, vienas pastatas senovėje buvo pradėtas statyti 
nuo stogo: žmonės supylė kalvelę žemės, viršuje sudėjo sunkias stogo plokš- 
tes, po to sumūrijo apie kalvelę sienas, o po to iš vidaus iškasė žemes ir stogo 
plokštės tinkamai laikėsi dėl gerai parinktos formos ir savo pačių svorio. 
Bet mes pirma išliekime pamatus, įstatykime langus ir duris. Griaudami na- 
mą nemėginkite vienu metu ir stogą ardyti, ir langus išiminėti - pavojinga! 
Netinka ir pirma ardyti pamatus, o tik paskui užsiimti stogu. Kaip tik tokias 
klaidas dažniausiai daro neteisingai skaičiuojantys išvestines. 
Išnagrinėkime pavyzdį: y = In" sin(3x). Kaip buvo sukurta („pastatyta“) ši 
funkcija? Kažkas argumentą x padaugino iš trijų, po to padarė funkciją 
sin(3x), dar pridėjo logaritmą ir viską pakėlė penktuoju laipsniu. 

Taigi x yra pamatas, o penktasis laipsnis turbūt kaminas... 

Dabar ardykime: 


y'= (In' sin (3x)) =5]n* sin (3x) (In sin (3x)) = 
_ Įdiferencijavome laipsninę funkciją (u“ i =a-u | 
„išardėme kaminą“ 


1 
Sln* sin(3x)- 
n' sin (3x) mG) 


_ |diferencijavome logaritminę funkciją (In u) = 


- (sin 3x) = 


| 
ali- 
|| 


„huardėme stogą“ 


= Sin“ sin(3x)-— L -cos(3x):(3x) = 
S 


in(3x) 
— Įdiferencijavome (sin u) =cosu:u";| _ 


„nugriovėme sienas“ 


1 
= Sln“ sin (3x) - 
a asini) sin (3x) 


- cos (3x) -3. 
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( 12. IŠVESTINĖS 


Namas nugriautas — išvestinė apskaičiuota. 
Svarbiausia - „neperšokti“ nė vienos funkcijos, „ardyti“ nuosekliai, diferen- 
cijuojant funkciją neliesti jos argumento. 
Žinoma, įpratus galima viską užrašyti iš karto, be „pertraukėlių poilsiui“, 
pavyzdžiui: 
= X . 
Miz Jer’? 


| 

12-75. na —— 
y= x:In10 _ 1-182 
(2y gex ` 


f, 
u'-v—u-v' 


Prireikė vienos taisyklės f =——— | ir dviejų formulių: 
V v 
(a“) =a“-Ina-u'; (log u) ER E, 
i i u-Ina 
Apskritai taisyklių nuo formulių daugelis neskiria ir tai visai nekenkia dar- 


bui. 
Uždavinių su išvestinėmis yra tiek daug ir įvairių, kad šis skyrius jums 
pasirodys labai neišsamus. Bet juk yra ir kitų knygų, tiesa? 


„121 Naudodamiesi išvestinės apibrėžimu, raskite funkcijos 
UZDUOTIS 2 ex R 
f(x)=x* išvestinę. 


12.2 
SPRENDIMAS 
I būdas 
f'(a)= im EAS), 
f'(2)= lim Et kar E AL = lim (2x + Ax)=2x 
II būdas 
Tas lim $(x)- fo). 


A) lim (x + x) = 2x,- 
= e X— Xo X- Xo x>% 
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2 12.2 
Lisas š 3x 15 B 
Apskaičiuokite ribą: lim e UŽDUOTIS 
x>+ x-Inx 
12.2 
SPRENDIMAS 


2x4+3 dar kartą neapibrėžtumas I, 


Pritaikykime Lopitalio taisyklę (neapibrėžtumas 2 ): 


lim = = OO 
+» lnx+1 |dar kartą taikome Lopitalio taisyklę 


= lim 2x = 104. 


xX—-—+0 


= lim 


x—-+0 


|| 


Atsakymą buvo galima gauti mintinai. Parašykime ribą taip: 


š bė . 3 . 
lim — + lim — + lim į 
x=+o]nx —+x|nx  —+xx-.Inx 


Aišku, kad antras ir trečias dėmuo - nuliai. Pirmojo dėmens rezultatas aiš- 
kus prisiminus, kad Inx < x, kai x — +00. Taigi skaitiklis „greičiau lekia 
begalybės link...“. 


Apskaičiuokite ribą: lim x 
x— +00 


5 
x -12.3 
= -1} UŽDUOTIS 
12.3 
SPRENDIMAS 


l būdas k 


Pasinaudokime ekvivalentumu: e* —1~ x, kai x — 0. Vadinasi, e* —1 ~ >, 
x 


kai x — +00, todėl lim x 


x—+00 


3 
e* -|- lim 25 
x—+00 X 


II būdas 
Pritaikykime Lopitalio taisyklę: | 
= 5 
28 E 
lim = lim = lim 5-e* = 
F EE Eo xX—+0 x—4+00 
< m 
x x 
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Apskaičiuokite ribą: lim 


x 
x17—+0 |x? + 1 i 
Yra neapibrėžtumas 2) todėl pritaikysime Lopitalio taisyklę: 
00 


1 kis vx +1 


Jim 1 2x r Jim X 
2-Jx“ 
= Ja neapibrėžtumas z , vėl taikome Lopitalio taisykle- 
BA oo 
= lių EEL m 
X—-+x 1 g Į 


Gavome pradinę sąlygą. Ką daryti? 
„Zmoniškas“ sprendimas: 


lim = lim — =1. 
x—+0 x*41 x—+00 1 


12.4 
UŽDUOTIS 
12.4 
SPRENDIMAS 


Pritaikykime logaritminį išvestinės apskaičiavimo būdą: 


Iny= Jx -lnx +5x, 


Apskaičiuokite funkcijos y= x** -e™ išvestinę. 


Rio Vx 
—-y Eos JR Inr +5 45, 
y 24x 
i "5 Inx Vx 
=x. e” — +5 
i Par | 
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i 12.5 
s 2x)-1l —1) 5 
Raskite funkcijos y= sin( 22) bpe) išvestinę. 


3 x: E 
12.5 
SPRENDIMAS 


Pritaikysime išvestinės skaičiavimo logaritmuojant būdą: 
sin(2x)-lo -1 
iiri [meet] 


Yx +7 


Iny = Insin(2x) + Inlog, (x — -zin(x“ +7), 


E nai EEE E 
y Žž sin(2x) log, (x—1) In5-(x-1) 3- (x? +7) 
1 2x 
E E E) 
Ž ypas *) In5-(x—1)-logs(x—1) 3x7+21 
„ sin(2x)-logs (x —1) 1 2x 


2ctg(2x)+ 


Ix 47 In5-(x—1)-logs(x—1) 3x7 +21 
Atsakymas gremėzdiškas, bet jei bandysite jį gauti diferencijuodami funkci- 
ją tiesiogiai, sprendimas bus kur kas ilgesnis. 


L5S5555555i 


AT 


Apskaičiuosime y= x“ išvestinę. 
I būdas 
Pritaikome logaritminį būdą: 
1 1 
Iny=xlnx, —-y'=Inx+x-—, y =x- (Ilnx+1). 
y X 


II būdas 
Funkcija yra laipsninė - rodiklinė, todėl vieną kartą ją diferencijuokime kaip 


laipsninę (pavyzdžiui, x’), antrą kartą — kaip rodiklinę (pavyzdžiui, 2“) ir 
rezultatus sudėkime: 


y =x x +x Ina, y =x +x lnx, y =x (1+1nx). 
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2 
L <) Įsivaizduokite, kad taškas juda kreive y = p taip, kad 
x ašies kryptimi greitis yra v= 2. Koks to taško greitis y 


TA ašies kryptimi yra tuo momentu, kai x = 0? 
T — ———— 


Diferencijuokime taško kelią aprašančią lygtį laiko f atžvilgiu: 
y =5 (23) 

Sąlygoje pasakyta, kad x =v=2. Taigi, kai x = 0, gauname: 
y, =57-(-3)-2 


/ 


J= —6. 
Matome, kad taške M(0;1) judesio vektorius yra nukreiptas „žemyn ir į 
dešinę“. 


12.7 
Duota neišreikštinė funkcija e? +xy=e. Raskite y“ (0). 


12.7 
SPRENDIMAS 


Neišreikštinę funkciją diferencijuojame „iš kairės į dešinę“, prisimindami, 
kad x' =1, o y iryva y. 

e”-y'+y+x-y'=0, (*) 

eyy +e y" +y +y +x y" =0. 
Iš sąlygos gauname, kad y(0)=1. Iš (*) lygybės surandame y'(0): 

e! y'+1+0=0, 
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Funkcija duota parametrinėmis lygtimis: 


128 
UZDUOTIS 
f =a(ļ(p-—sing) 


y=a(1— cosg) 

2 
Raskite L 
dx 


12.8 
SPRENDIMAS 


Yra formulės — bus ir rezultatas. 


/ 
X, =4-aC059, 


y, =asiny, 
/ siny 
S —A 
1 — cosy 
„V cosy (1—cosy)-sing-sinp cosp—1 Io. 
pj - Session cose- L 
p (1— cosg) (1— cosy) cosy-1 
„1 
"m __ cosp—l 1 


= a(l— cosp) "alcosp-1) l 


i ivė taš : i 56. 3 12.9 
Kuri kreivė taške O(0;0) yra okreivesnë : parabolė 
y=x° ar apskritimas x’ +(y—1) =1? 


12.9 
SPRENDIMAS 


Nors tai ir nebūtina, bet akiračiui praplėsti panaudokime dvi formules krei- 
vės kreiviui k apskaičiuoti: 


Jei y=f(x), tai k = ———; 
(5) z 

y 

x= (t) E- iN H-I 

lei | P ai k= Xr Ya — Xu- Yi 


(4) + (V | | | 
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Suraskime parabolės kreivį: 


= 2, 
y =2 
2 
kp = 3727 


(1+ (2x)7) 
Taške x = 0 gauname k, =2. 


Dabar sudarykime apskritimo x? +(y—1) =1 parametrinės lygtis. Akivaiz- 
du, kad pakeitę 
x= cost, 
| y=sinźt +l], 
gauname teisingą lygybę cos“ t +sin’t=1. Taigi šio apskritimo parametri- 
nės lygtys yra tokios: 


x=cost, 
y=sint+1. 
1 + 1 
x, =—sint, X, =— Cost; 
y, = cost, Yy =-Ssint. 
3 
Taške O(0;0) parametras ==, todėl tame taške 
/ 1 
x =l, X, =Q; 
1! 
y, =0, Yu 7 
11—00 _ 
(1+0)72 


Išvada - taške O(0;0) parabolė yra „kreivesnė“. 
Duotosios kreivės kertasi dar ir taškuose M(—1; I) bei N(1;1). Patikrinkime, 
kuri kreivė „kreivesnė“, pavyzdžiui, taške N: 

2 2 


"kar 


Apskritimo kreivis turėtų būti toks pat, kaip ir taške O(0;0). Patikrinkime. 
Taške N(1;1) parametras t=0, todėl 


/ n 
X = 0, Xu 57 l; 


y, = |: Yu =0; 
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„ 0-1 


(0+1) 
Žinoma, dabar jau apskritimas „kreivesnis“ už parabolę. 


IRAMMMRAMRMMMMRAMAMRAMMAMRAMRMAMRAMRMAMRMMRARRA 
Kopėčios krenta begaliniu greičiu! 
Įsivaizduokite, kad prie sienos pastatytos L ilgio ko- 
pėčios. Tegu laiko momentu t kopėčių apatinis galas 
yra X atstumu nuo sienos, viršutinis galas — aukš- 
tyje y, o apatinį galą mes greičiu v traukiame nuo 
sienos tolyn. Parodysime, kad tada viršutinis galas 
begaliniu greičiui slenka (krenta!) žemyn. 
Iš stačiojo trikampio gauname: 

x + y? 3 È, 


y=ȚV4Ľ -x. 


Diferencijuokime šią lygybę t atžvilgiu: 


/ 
1 X-X, 


y =-=. 
VĽ =x? 


=y -tai greitis, kuriuo traukiame kopėčias. 
/ XV 


1 


Dabar jau akivaizdu, kad kai x — L (kopėčias atitraukiame nuo sienos per visą 


/ 


X, 


kopėčių ilgi), tai y, — —o0, t.y. viršutinio kopėčių galo judėjimo greitis tampa begali- 
nis (minusas todėl, kad juda priešinga y ašiai kryptimi). 
Kur klaida? Atsakymo ieškokite internete: 


www.math.toronto.edu/mathnet/falseProofs/ladder.html. 


Raskite Gauso kreivės f (x)=e* vingio (perlinkio) ais 
taškus. 
12.10 
SPRENDIMAS 


Reikia rasti antrąją (antros eilės) išvestinę: 
P(4)=e“ (25) 
f"(x)=e™ -(-2x) (-2x)+e™® (= (4x - 2). 
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f"(x)=0, kai 4x? —2=0, 1 
x y2 0.8 — 
2 
PEO aš 0.6 TT 
2 0.4 
Pažvelkite į kreivės grafiką. Žinant 0.2 
vingio taškus, grafiką nubrėžti leng- 0 
viau. -3 -2 -1 0 1 2a- 3 


12.11 1 
UŽDUOTIS/ Raskite y= x mfe + 2) grafiko asimptotes. 
X 


12.11 
SPRENDIMAS 


Funkcija apibrėžta, kai e p >0, t.y. kai 
x 


ex+1 


>0, 


x <|-oci-2 (Onos). 


Tikriname, ar tiesė x = —— yra vertikalioji asimptotė: 
e 


ce? 
= +66. 


lim xln 


x—>———E 
e 


1 , 1 
e +2] — im|---e in 
x) è e 


1—ze 
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Taip, x — —— yra vertikalioji asimptotė. 
e 


£— 


Bi 
= => 
TR > 


= |Lopitalio taisyklė) = lim ———>—5 8), 
£—0 


lim xinle+2) = lim sinfe +!) =(0-00)= lim ———~ = 
x—0+5 X E> E E 1 


2S La 


Tiesė x = 0 nėra vertikalioji asimptotė. 
Ieškome pasvirųjų asimptočių y = kx +b, tirdami ribas, kai x — +00 ir kai 
x—-—- 0. 


k= lim T) lim In ++1-i 
x=+0 y x—+00 X 
b= lim (f(x)-k x)= lim |xIn|e+—|-x|= lim feafe++)-e)|- 
x—+0 xX—+0 x—-+00 X 
1-2) 
mfi+ E) 111 ex? | 
E AET ex X 
E im, 1 = Jim 1 ze e 
x 2 


Pasviroji asimptotė, kai x — +00, yra tiesė y = X +—. 
e 


Nesunku įsitikinti, kad ta pati tiesė yra asimptotė ir kai x — — 00. 


12.12 
Ištirkite funkciją f(x)=x* —2x* ir nubrėžkite jos 
grafiką. 1212 
SPRENDIMAS 


1. Funkcijos apibrėžimo sritis: x € R. 
2. Funkcija yra neperiodinė, lyginė: 


f(-x)=[(-4) -2-(-x) =+-24=f(4). 
Vadinasi, funkcijos grafikas simetriškas y ašies atžvilgiu, todėl užtenka tirti 
tą grafiko dalį, kurioje x >0. Taip ir padarysime. 
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3. Kai x=0, tai f(x)=0. 


Kai f(x) =0, taiarba x=0, arba x? —2=0, x= J2 (Nepamirškite, domi- 
mės tik dešinėje y ašies pusėje esančiu grafiku!) Radome taškus, kuriuose 
grafikas kerta ašis. 


4. f'(x)=4x — 4x. 

Intervalų metodu sprendžiame nelygybę: 
4x? —4x >0, 
x-(x—1)(x+1)>0 


A + 
> -1 0 1 


Iš karto matome, kuriuose intervaluose funkcija didėja, kuriuose mažėja. 
Apskaičiuojame funkcijos reikšmes kritiniuose taškuose ir įvardijame jas: 


f(-1)=-1 -vietinis (lokalinis) minimumas; 
f(0)=0 - vietinis maksimumas; 
f()=1 - vietinis minimumas. 
5. f"(x)=12x° —4. 
Sprendžiame nelygybę: 
12x? —4>0, 
f — n x+ > 0; 


Matome, kad kreivė yra įgaubta intervaluose -o ir Z, po , 0 
3 43 
iškila - intervale EL . Yra du vingio (perlinkio) taškai: E ir a 


6. Ieškome grafiko asimptočių. Akivaizdu, kad vertikaliųjų asimptočių nėra, 
nes joms grafike niekur nėra „plyšių“ (aišku, kad vertikalioji asimptotė 
„perskiria“ arba bent „atskiria“ grafiką). f( 

Ieškome pasvirosios asimptotės y = kt +b koeficiento k = lim —— 


E X 
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4 2 
= ii x 2x 


x—+0 X 


+00. 


Aišku, kad asimptočių nėra. Skaičiuoti b= lim (f(x)-k-x) nėra prasmės. 


xX—5+0 


7. Nubraižome grafiką. 1.5 


1 

0.5 

0 

-0.5 
-1+ T 


-1.5 
-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 


Stovėdamas ant 20 metrų aukščio pastato stogo, žmo- _12.13 
gus sviedžia akmenį vertikaliai aukštyn, suteikda- WŽDUOTIS 
mas jam pradinį 15 m/s greitį. 

Raskite, kokį maksimalų aukštį pasieks akmuo. Koks 


bus greitis po trijų sekundžių nuo metimo? TIT 
— (gišši) 


Prisiminkime fiziką. Jei judančio kūno pagreitis yra pastovus, pavyzdžiui, 
p(r)=a, tai greičio v(t) formulė gaunama integruojant: 
v(t)= fadt=at+v, 


„Kelio formulė“ gaunama integruojant „greičio formulę“: 
at“ 
s(t)= [atk vjai =E +t + 


Šiuo atveju a=g - laisvai kintančio kūno pagreitis; va =15, s, = 20. Be to, 
s(t) formulėje prieš pirmąjį dėmenį reikia parašyti minusą, nes akmuo me- 
tamas aukštyn, o pagreičio vektorius nukreiptas žemyn: 
2 

s(t)= - 15 + 20. 
Ieškome s(t) ekstremumo: 

s'(t)=-g-t+15; 

15 


s'(t)=0, kai g-t=15, t=. 
& 
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MA 20 =31,5(m). 
2-g 
Akmens greitis po trijų sekundžių apskaičiuojamas pagal greičio (kelio iš- 
vestinės) formulę: 
S'(3)=-g-3+15 =—14,4( m/s). 
Aišku, kad akmuo jau krinta žemyn, nes maksimalų aukštį jis pasieks maž- 


Vadinasi, S. = S [B 
8 


daug per pusantros sekundės 5) 
8 


Os Iš stačiakampio formos skardos lakšto, kurio ilgis 20 cm, 
o plotis - 12 cm, padaroma dėžutė, lakšto kampuose iš- 


kerpant po vienodą kvadratą. Kokio ilgio turi būti to kvad- 
rato kraštinė, kad dėžutės tūris būtų didžiausias? 
E 2.14 
SPRENDIMAS 
xX xX Pažymėkime kvadrato kraštinės il- 
x gi x. Dėžutės pagrindo plotas 
S=(20—2x)-(12—2x), aukštinė 
h = x, todėl tūris yra 


V =4-(10-x)(6—x)-x= 


ž =4-[(60x -16x +x*). 


= Surandame funkcijos V = f(x) 
20 ekstremumo taškus: 


V!=4-(60—32x +3x7), 
60 —32x13x7 =0, 


 32+41024—720 32+17,4. 


1,2 > 


T 6 6 
x Z8,2, X, = 2,4. 


Pirmoji reikšmė netinka, nes tokių išpjovų ruošinyje negalima padaryti. Su 
antrąja reikšme 

V = 262,7. 
Gal galėtumėte padaryti didesnio tūrio dėžutę? 
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Koks turi būti į R spindulio sferą įbrėžto stačiojo ci- 12.15 
lindro spindulys r, kad cilindro tūris būtų didžiau- WŽDUOTIS 


sias? 
12.15 
SPRENDIMAS 


S 
Cilindro tūris V =S-A= 7-7" -h. 
h 2 
Kadangi B +r7 = R", tai patogiau nagrinėti 
V=f(h), t 
V=r e-f) harki -byk 
ii 2 4 ' S 


Apskaičiuojame V išvestinę, surandame V ekstremumo tašką: 


Vin E 
4 


r: R? uj =0, 
4 
2 
„ROA, 
3 3 
Ekstremumo taške apskaičiuojame 7“ ir V : 
r. = R R AR. 
a 
V aki 2R? W3 p „AV31R 
- 3 9 o 


Koks tokio cilindro aukštinės ir pagrindo skersmens santykis? 


23 p 

E 3 2 

=——=— 0,7. 
r N2R 

J3 
Taigi cilindro pjūvis nėra kvadratas, cilindras yra „žemesnis negu plates- 
nis“. Įdomu tai, kad į skritulį įbrėžto stačiakampio plotas yra didžiausias 
tada, kai stačiakampis yra kvadratas (įrodykite!). 
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x? y? 
io Duota elipsės i T =1 atkarpa, esanti pirmame ket- 


virtyje. Kaip šeikia nubrėžti tos elipsės dalies liestinę, 
kad liestinės ir koordinačių ašių sudaromas trikampis 
būtų mažiausio ploto? 


12.16 
SPRENDIMAS 


Reikia taip nubrėžti liestinę AB, 
kad AAOC plotas būtų mažiau- 
sias. 

Užrašykime duotosios kreivės lyg- 
tį: 


Raskime tg3=k= y'| p: 


‚b X 
á a Jè- 
ka Die 


tga = tg(7—8)=-tg6. 


Iš liestinės lygties y-Y,=k-(X—- 15) 


randame taško A koordinates (y, = 0); 


—y, =k (x4 — xo); 
Yo. 
X-XI, 
k 
b G 2 
—4/d — Xo 5 
x, =x L =£ 
y X = 
„6 žo Xo 
2 2 
a Ja -xX 
2 
Yg a b X 
— = tgø, Yy =——: = 2 
A Xo a JA —- 55 


Trikampio AAOB plotas S La 1 ai 
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a'-b 1 
2 ne- 


Ieškome S ekstremumų. Bus „įprasčiau“, jei x, indeksą laikinai praleisime: 


= 


d 

2 x(a —x*) 

S'=0, kai a*'—x* -— x’ =0, 
2 


a 
2 
x =. 


S'= = 


| A +x zl 


t =x 


3 
Tuo atveju E S ki 


JN 2 


Taigi S = ab ir yra mažiausias trikampio plotas. Įdomus rezultatas, tiesa? 
Bet mes juk nepatikrinome, gal tai ne mažiausias, o didžiausias plotas? O gal 
ekstremumo visai nėra? Pratęskite tyrimą. 


SL55555555555555555555 hum) 


Sūnus pasiėmė kibirą, mobilųjį telefoną ir išdrožė į mišką uogauti. Staiga iš 
namų jam skambina mama: „Sūneli, greitai nueik prie upelio, pasemk van- 
dens, nunešk kibirą su vandeniu prie kelio (tėtis važiuos keliu, jam prireiks 
vandens) ir grįžk namo“. 

Schemoje matote sūnaus (S), namų (N), kelio (K) ir upelio (U) sutartinius 
ženklus, žinomus atstumus (a, b, l). Padėkite sūnui rasti trumpiausią marš- 
rutą. 
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l būdas 

Pažymėkime, pavyzdžiui, atstumą AC =x, BD = y, sudarykime maršruto 
ilgio dviejų kintamųjų funkciją F (x; y) ir suraskime tos funkcijos ekstre- 
mumą - minimumą. Pažvelkite, kokia tai funkcija: 


F(x5y)=(a+6) tr +4(y—x) +a7 +4(I!—y) +a7. 


MI 


Nelabai „graži“ funkcija, tiesa? Ieškokime kitų sprendimo būdų. 


II būdas 


Kuriuo iš trijų šioje schemoje parody- 
tų kelių jūs bėgtumėte, jei iš taško A 
reikėtų nubėgti iki tvoros T, o paskui 
-į tašką B? Tvora yra lygiagreti atkar- 
pai AB. 

Zinoma, trumpiausias kelias yra ant- 
rasis. Tai lengva įrodyti „veidrodžio“ 
būdu: įsivaizduokite simetrišką taškui 
B tvoros atžvilgiu tašką B,. Kaip bėg- 
tumėte iš taško A į tašką B,? Žinoma, 
tiesiai! 


Akivaizdu, kad CB, = CB = AC, todėl 
c antrasis kelias ankstesnėje schemoje ir 
yra trumpiausias, nes atitinka trum- 
N piausią atstumą tarp A ir B,. 


A B 


Dabar jau aišku, kad ir vandens nešimo schemoje turi būti CD = DN, o tai 
reiškia, kad vietoj dviejų kintamųjų funkcijos F(x; y) galime sudaryti ir 
nagrinėti vieno kintamojo funkciją F(x): 


2 
F(x)= (a+b +x7 +2- (5?) +a. 
Geriau, bet ne tiek, kad tuo norėtųsi užsiimti... 


Ill būdas 
Pritaikykime „veidrodžio principą“. Naujojoje schemoje tiesė SN, atitinka 
trumpiausią maršrutą. Labai lengva rasti to maršruto ilgį L: 
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L= (3a +bf +P. 
Raskime taško C vietą, t.y. kurioje 
vietoje sūnus turi pasemti vandens. 
Po to jau bus aišku, kad padėti ki- 
birą prie kelio reikia ties pusiauke- 
le tarp C ir N. 
Pasirinkime koordinačių sistemą 


xOy ir užrašykime tiesės SN, lyg- 
tį. 

Žinome dviejų tiesės taškų koor- 
dinates: $(0; (a +6)), N, (5; —2a). 
x-0__y-(a+b) 

l-0 -2a-(a+6) 
-(b+3a):-x—ly+I(a+b)=0. 


Taškas C yra šioje tiesėje, jo y koordinatė lygi nuliui, randame x koordinatę: 


_ L(a+b) 
€ 3a+b` 
Pavyzdžiui, jei a=1km, b= 2km, /=3 km, tai 
9 
r 


Ar jums gyvenime yra tekę taip skaičiuoti, kaip greičiau kur nors nueiti ar 
nubėgti? 


JO 


Visi gerai žino, kad A = 0,333333... = 0,(3). Toks užrašas reiškia, 
kad periodiškai pasikartoja vienas skaitmuo 3. O kurios paprastosios trup- 
menos išreiškiamos ilgesnio periodo sekomis? Pasigrožėkite: 


V = 0,333333..=0,(3). 
14=0.(142857); 

Mą= 0,(076923); 

V ,=0,7(714285); 

V „= 0,(0588235294117647); 
Mg =0,(052631578947368421); 
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O ŽO2O7O2O1O7O2O70O7020701020101010101010) 


Duota funkcija f(x)= Jx? +1. Įrodykime, kad teisinga tokia 
formulė: (x +1) f? (x) + (2n +1) x f (x)+ (n -1) f” (x)=0. Čia 
f" (x) reiškia n-tos eilės išvestinę. (9 2 
Pradedame nuo pirmos eilės išvestinės: f (x)= —. 
Padauginame abi lygybės puses iš (x* + 1): Na+ 

(x* +1): f'(x)=x- Vx? +1, (x +1) f'(x)= f(x). 
Apskaičiuojame abiejų šios lygybės pusių išvestines: 
2x- f'(x)+ (x +1): f” (x)= f(x)+ x: f'(x), 
(x? +1): f”(x)+ x- f'(x) f(x)=0. 


Patikrinkite — tai ir yra formulė, kurią reikia įrodyti, kai n = 0. 


OZOLLO OOOO OLOO OLOO OLOO OOOO OOOO] 


CLL LALALALA 


Ap 
2 


turi 


Įrodykime, kad lygtis sinx = 2x —1 intervale 
vieną šaknį. 
Nubrėžę y, =sinx ir y, =2x —1 grafikus iškart pamatysite ne tik tai, ką 
reikia įrodyti (šaknis yra ta x, reikšmė, ties kuria grafikai susikerta; tai aišku, 
nes ties X; Y, = Yy, - abiejose lygties pusėse gaunami vienodi skaičiai), bet ir 
tai, kad lygtis iš viso teturi vieną sprendinį. 
Bet nagrinėkime lygtį be grafikų. Tegul f(x)=sinx—2x +1. Tada: 


Tisos f z 
2 3 2 


6 


=1—7+1=>-1< 0. 
6 


Šai | N T ; 5 ; 
Tai reiškia, kad intervale |—; —| yra bent vienas taškas x,, kuriame f (x)= 0, 


nes juk tolydi funkcija f (x) negali pakeisti ženklo iš teigiamo į neigiamą, jei 
grafikas nekerta x ašies. 

Dar reikia įrodyti, kad taškas, kuriame f(x)=0, yra vienintelis. Jei būtų 
kitaip, tai pagal Rolio teoremą turėtų būti toks taškas c, kuriame f'(c)= 0. 
Bet f'(x)= cosx -— 2< 0 su visomis x reikšmėmis, todėl jokio taško c, kuriame 
f'(c)=0, nėra. 

Užduotį atlikome. Bet kaip rasti tą šaknį x,? Grafiškai jau mokate, bet tai 
netikslu. Pasidomėkite transcedentinių lygčių sprendimo apytiksliais me- 
todais. 


13. INTEGRALAI 


Daug nesitikėkite. Į labai storą knygą tilptų tik maža dalis uždavinių, ku- 
riems spręsti reikia integralų, o mes pabandykime tik probėgomis viename 
skyriuje peržvelgti tokius klausimus: 

1. Neapibrėžtinių integralų apskaičiavimo būdai. 

2. Apibrėžtinio integralo apskaičiavimo ypatybės. 

3. Žvilgsnis į netiesioginius integralus. 

4. Kreivinių, paviršinių ir daugialypių integralų vienovė. 
Iš pradžių aptarkime kiekvieną klausimą atskirai, o paskui galėsite panagri- 
nėti be aiškesnės tvarkos pateiktus uždavinius. 


I. Neapibrėžtinių integralų apskaičiavimo būdai 
Išsirinkome tris būdus (metodus), kurių kai kurios ypatybės ne visose kny- 
gose tinkamai paryškinamos. 


l.l. Integravimas keičiant kintamąjį. 
Palyginkite du paprastus pavyzdžius. 


13.1. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: f = 
l+vx 


13.1. Sprendimas. 


Jx=t 


2 _ ftdt c: B 
IŽz- aw Dra jen i= 2[a-2[ 5 


=2t—2lnji+ +C =2(Vx-In(1+vVx))}+C 
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13.2. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: f xX NI- x dx. 
13.2. Sprendimas. 


Jera |= [sim esi costa [sienai = 


dx =costdt 


LIP 5 _ 1l fpl—cos4t, 1 1 > 


SS -L sinát +C =larcsinx -L sin(4arcsinx) +C= 
8 32 8 32 
= {atsakymą galima „pagražinti“, bet dabar ne tai rūpi... }. 


Ar pastebėjote, kad šie du kintamojo keitimo būdai yra visai skirtingi? Pir- 
muoju atveju mums „nepatiko“ po integralu esantis fragmentas /x ir mes 
ji pakeitėme vienu nauju kintamuoju t. Antruoju atveju po integralu nebu- 
vo jokio sinuso, bet mes jį „įvedėme“. Žinoma, antrasis būdas yra kur kas 
sunkesnis, nes kaip nepratusiam pamatyti, kad čia tiks sinusas (kitur - tan- 
gentas ir pan.)? 

Yra ir „hibridinių“ keitinių (žr. 13.2 užduotį), jais pasinaudoti gali tik žino- 
vai. 


1.2. Integravimas dalimis. 


Formulė yra paprasta: f udv=u:v— f vdu, bet parodysime keletą šio bū- 


do variacijų. 


13.3. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: f Inx dx. 
13.3. Sprendimas. 


1 
[inxd= EB u sahé- l p iini 
dv=dx, v=x ž 
Paprasčiau nebūna! Jokio pasirinkimo. Beje, gal galite visai kitu būdu (ne 
integruodami dalimis) apskaičiuoti šį integralą? 


13.4. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: f xe“ dx. 


13.4. Sprendimas. Yra trys variantai pasirinkti (u =x, u=€", U= xe”), bet 
tik vienas iš jų yra tinkamas: 


u=x, du = dx 
frëdx= = xe — f edr= xe -e +C. 
dv =e*dx, v=e“ 
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13.5. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: f e“ -sinx dx. 


13.5. Sprendimas. Iš trijų pasirinkimo variantų du yra lygiaverčiai. Antra 
šio uždavinio ypatybė - integruoti dalimis teks du kartus. Svarbi pastaba — 
integruojant antrą kartą negalima keisti pasirinkimo „stiliaus“! Bet svar- 
biausia — laukia netikėta atomazga! 


f u= e* du = e*dx ; 
16 sinxdx = ? = —e* cosx+ fe cosxdx = 
dv =sinxdx, v=-—cosx 


= —e* cosx + e* sinx -fe sin x dx. 


u=e', du = e" dx 
dv =cosxdx, v =sinx 


Gavome tą patį, ką turėjome! Nieko blogo, pažymėkime 
I= f e“ sinx dx 

ir atsakymą (t.y. I reikšmę) gausime bematant: 
I =e (sinx —-cosx)- I; 


e“ (sinx — cos x) 


I = +C. 


aa xarctgx 
13.6. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: f ar 
yV1+ x? 


13.6. Sprendimas. Yra net septyni pasirinkimo variantai (ar matote juos?)! 
Reikia pagalvoti... 


u=arctgx, du= 


=c 
xarctgx yy 1+x iF dx 
=y;1+ x -arctgx-— | —=—. 
D i ES Err 
lx 


dx 
Kaip žmonės integruoja f =? 
VI+ x’ 
1. Iš integralų lentelės nurašo atsakymą: 
f dx 
Jl+x7 
2. Įjungia kompiuterį ir liepia kokiai nors „sumaniai“ matematinei progra- 


mai pateikti atsakymą. 
3. Naudoja keitinį x = tgt. 


=Inlr + 1+57|+C. 


4. Naudoja keitinį V1+ x° = x + t. Tai bene geriausias šiam uždaviniui keiti- 
nys (žr. 13.2 užduotį). 
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5. Naudoja keitinį x E Pateikiame tokio sprendimo fragmentą: 
t 


d T E tt ip HE) R 
J TE 1 laaa {ê =u}= 


mesta Palit 
t 


— 1 du ET ai 2r dr NS dr > 
© 2J uJltu KAE dpa leaa A 


Gavome racionaliosios funkcijos integralą. Jis priklauso „algoritmiškai“ in- 
tegruojamų integralų klasei: daryk viską žingsnis po žingsnio pagal „algo- 
ritmą“ ir būtinai gausi atsakymą. Aptarkime šią integralų klasę. 


1.3. Racionaliųjų trupmenų integravimas. 


x 
Kalbėsime apie integralus f ai kurių funkcijos f(x) ir g(x) yra dau- 
g(x 
gianariai. Pavyzdžiais parodysime kai kuriuos integravimo etapus. Nors 
schema yra gana aiški ir paprasta, būkite pasirengę atlikti nemažą darbą. 


1. Jei f(x) laipsnis yra didesnis arba lygus g(x) laipsniui, reikia „atskirti 
taisyklingąją trupmeną“: 


X-2 X +x 


44. = 


=— 1-3 
S S a 
759 


xf—2 3 x’ —2 
faa aja d- far fa S 
Pirmieji du („sveikosios dalies“) integralai lengvai suintegruojami, todėl to- 
liau kalbėsime tik apie taisyklingųjų trupmenų integralus. 
2. Vardiklio daugianarį reikia išskaidyti daugikliais. Po išskaidymo kiekvie- 
nas daugiklis yra vieno iš keturių tipų. Štai pavyzdys trupmenos, kurios 
vardiklyje yra visų keturių tipų daugikliai: 
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2x-x4+2 
(x+2) (x-5) (x° +x+1) (x +) 


Pirmąjį daugiklį „pagimdė“ realioji pavienė šaknis (—2), antrąjį - kartotinė 

šaknis (5), trečiąjį - jungtinių kompleksinių šaknų pora, ketvirtąjį - dvi 

poros šaknų (—i;+i). Jei sutinkate integruoti naudodami kompleksinius 

skaičius, tai galite skaityti toliau ir visi daugikliai bus tik pirmojo arba ant- 
rojo tipo. Bet mažai kas mėgsta kompleksinius skaičius... 

3. Taisyklingąją trupmeną reikia išskaidyti. Paprasčiausių trupmenų suma 
gaunama neapibrėžtųjų koeficientų metodu. Pabandykime pratęsti anks- 
tesnį (1p.) pavyzdį, o paskui užrašysime sumą (2p.) trupmenai. 

wrn sk A B G+D 6) 
AF o rH a a Ra: 
Matote taisyklę: 1) iš realiąją šaknį atitinkančio daugiklio vardiklyje sudaro- 
me tiek trupmenų, koks yra šaknies kartotinumas; kiekvienas vardiklis yra 
vienu laipsniu mažesnis už prieš jį einančios trupmenos vardiklio laipsnį; 
skaitiklyje rašomas neapibrėžtasis koeficientas (A, B, ...). 2) Kompleksinių 
šaknų poras atitinkantys vardikliai paprastąsias trupmenas „gimdo“ visai 
panašiai, tik skaitikliuose rašomi pirmojo laipsnio daugianariai 

(Cx+D,Mx+N,...). 

Dabar reikia surasti A, B, C ir D. 

A(x? +1)+ Bx- (x +1)+(Cx +D) x? =x*-2. (= 

Tai lygybė tarp skaitiklių tų trupmenų, kurių vardikliai po (*) lygybės su- 

bendravardiklinimo yra vienodi! Svarbu suprasti, kaip iš vienos (**) lygybės 

gausime visus keturis koeficientus! Nieko nuostabaus, tai daugianarių ta- 
patybė. Du daugianariai lygūs nepriklausomai nuo x reikšmės tada ir tik 
tada, kai koeficientai prie atitinkamų x laipsnių yra lygūs. Tai ir yra pirmo 
būdo rasti neapibrėžtuosius koeficientus (A, B, C, ...) pagrindas: palyginda- 

mi koeficientus prie vienodų x laipsnių, sukuriame lygčių sistemą ir ją iš- 

sprendžiame. 

Antras būdas pagrįstas tuo, kad (**) lygybė turi būti teisinga su bet kuria x 

reikšme. Sumaniai pasirinkdami x reikšmes, greitai ir paprastai surandame 

kai kuriuos ar net visus (priklauso nuo to, kokią trupmeną skaidome) koe- 
ficientus. 

Dažniausiai pasiteisina pirmo ir antro būdo „hibridas“. Imkime x = 0, įra- 

šykime (mintinai!) į (**) ir iš karto gauname: 


Pritaikėme A kitus koeficientus raskime pirmuoju būdu: 
xX: B+C=0, 
x: A+D=1, 
x': B=0; 
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Taigi B=0, C=0, D=3: 
x =—2 -2 3 


2 2 


A 


x+ x 
Būtinai patikrinkite! 
-2(x +1)+3(x7)=x*-2, 
e e sA 
Dabar išdėstykime didesnę trupmeną: 


2x —x+2 A B 
——  ——- 1 -—- 
(x+2)- (x-5) (x? +x+1)- (x +1) x+2 (x-5) 

B, B, Cx+D Ex+4EĘ Ex+Ę 


he 3 
(1-5) x-5 *+1+1 (+ +1) x +1 


Net ir „hibridiniu“ būdu koeficientus apskaičiuosime negreit... 

Matote, paprasčiausių trupmenų sumos sudarymui teko paskirti nemažai 

vietos. Tai svarbus ir dažnai ne tik integruojant pasitaikantis uždavinys. 

Būtinai išmokite šį darbą! 

4. Reikia suintegruoti gautąsias paprasčiausias trupmenas. Tai visai nesun- 
ku, jei vardiklis nėra ketvirtojo tipo. Tikėkitės, kad toks ir nepasitaikys, o 
jei pasitaikys - sprendimo reikės ieškoti kitose knygose. 


2. Apibrėžtinio integralo apskaičiavimo ypatybės 
Be abejo, pirmiausia reikia priminti svarbiausiąją matematikos formulę — 
Niutono-Leibnico formulę: 


jei [fle)dk=F()+C, tai Í Flæ)dr=F(b)-F (0). 


Integravimo dalimis formulė visai panaši į jau minėtą: 


fuw=ua - fvau. 


Svarbiausia, mūsų manymu, ypatybė yra ta, kad keičiant kintamąjį reikia 
pakeisti ir integralo rėžius, o atpildas už tai - nereikia „grąžinti“ buvusiojo 
kintamojo. 


T/2 
13.7. Pavyzdys. Apskaičiuokite integralą: ————. 
aai Erag Ipaa 
13.7. Sprendimas. Pritaikysime universalųjį trigonometrinį keitinį: 
2dt | 2t o l-ť 


t Sag dx = ——, sin x = ——, cos x 
Sa 1+” Ia 1+? 
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1/2 d tę—=/; kai x=——, tai t=-l1 E 1 ad E 
a a 2 
Ml +Cosx kai x =. tai t=1 qefi | 
+t 
1 
= | dt=t} =2 


3. Žvilgsnis į netiesioginius integralus 
Niekas neabejoja, kad 
1 4 l 


| 0 


-1 


Tai buvo aišku vien prisiminus funkcijos y = x° grafiką: plotas virš x ašies 
lygus plotui po ašimi — „balansas“ lygus nuliui. 
Dabar integruokime šį integralą: 


2 4|2 

fea} =1-1-P. 

A 4|, 4 4 

Nieko įdomaus, tiesa? Nebus įdomu ir kai rėžiai bus bet kokios konstantos 
airb (a<b): 


4|P 
2 () 
Bet jei a —— —o00 ir b— +00, galime apsirikti: 
x 4 |% 


Jea- =%-0=0 (?). 


-00 -00 
Atsakymas neteisingas, nes iš (*) gautume 
j 4 aî 
lim —— lim —, 


b-+x 4 a-—-x 4 
o tai jau nėra tas pats, kas iš skaičiaus atimti skaičių. Netiesioginis inte- 
i» +] 


gralas | x'dx diverguoja. 


Jei tik vienas integralo rėžis yra begalinis, daugelis sprendėjų su juo elgiasi 
kaip su skaičiumi, net nerašo ribos (reikia rašyti, ypač per egzaminą!) ir 
gauna teisingą rezultatą, pavyzdžiui: 


[55-25 =No- =o. 


Įdomu, kai integralas su begaliniais rėžiais (pirmojo tipo netiesioginis inte- 
gralas) konverguoja. Juk keista: integravimo sritis begalinė, o integravimo 
rezultatas (plotas po integruojamosios funkcijos grafiku) — baigtinis. 
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x dx >% 
15 5-1 — 255 (x+1) 


x+1=t kai x — —o9, tai t —-—00; 
=;4x=t—]l, kaix— +œ, tai t— +-00;= 
dx = dt; 


t x š y T 
ET = arctg” = lim arctgt — Jim arctgt = 2 |-Ž =, 


Mistika! 

Ypač atsargiai reikia integruoti antrojo tipo netiesioginius integralus - jų po- 
integralinė funkcija kuriame nors integravimo intervalo taške (gal ir ne vie- 
name) yra trūki ir „trūkis yra begalinis“ (antrojo tipo). Dėmesio, rodome klai- 
dingą sprendimą! 


2 dx 2 di x—2=t x=0—/=-2; 
I--+-—>7J- 5-7 x=t+2, x=2>t=0. |= 
r x" —4x+3 s (x-2) -1 ES 


= j-i, 
2 


„d 1, -el 
= [=h 
£=i 2 [+l 


0 


l 
———— turi antrojo tipo trūkio 
x —4x+3 
tašką x, =1, kuris patenka į integravimo intervalą. Jei integravimo rezulta- 


Atsakymas klaidingas! Funkcija f (x)=— 


- būtų tolydi taške x, =1, į trūkį galėtume nekreipti 


tas - funkcija Sin oi 


dėmesio, bet In0 neegzistuoja, todėl integruoti reikia taip: 


2 1-5 2 
|-——-in | — ii m | —Ž— 
y A ALFI e AES. Os 4 =A 


Jei bent vienas dėmuo (riba) yra begalinis arba neapibrėžtas — integralas 
diverguoja. Taip ir yra šiuo atveju — įsitikinkite! 
O štai pavyzdys, kai į trūkį galima nekreipti dėmesio: 


T dx X, =l — trūkio taškas, (Inx) e 
Iz Saunos ma = 
, XJlnx kai In1= 0 - dalyba iš nulio In x 1 


-| funkcija 2ylnx yra tolydi | ini saliai 


visame intervale [1: e] 
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4. Kreivinių, paviršinių ir daugialypių integralų vienovė 

Prieš daugelį metų stažuotės Maskvoje metu įsiminė profesoriaus Chavinsono 
(atsiprašau, vardą ir tėvavardį jau pamiršau...) patarimas: visus apibrėžti- 
nius integralus reikia aiškinti kartu. Pabandykime. 

Kaip sukuriamas integralas? 


1. Pasirenkama integravimo sritis: 

— x ašies intervalas - apibrėžtiniam integralui; 

— uždara xOy plokštumos (galima imti ir kitą koordinačių plokštumą) sri- 
tis - dvilypiam integralui; 

— uždara erdvinė sritis — trilypiam integralui; 

— kreivės dvimatėje arba trimatėje erdvėje atkarpa - kreiviniam integralui; 

— paviršiaus sritis — paviršiniam integralui. 

Nors ir neįprasta, visas tas sritis žymėkime viena raide D. 

2. Imama (duota, pasirenkama...) integravimo funkcija. Dažnai ji turi kokią 
nors geometrinę (kreivė, paviršius ir pan.), mechaninę (tankis, greitis ir 
pan.) prasmę. 

Pavyzdžiui, apibrėžtinio integralo 

f x’dx funkcija y= x° yra parabolė, o 

1 

integralu norime apskaičiuoti plotą S (žr. 

pav.), o kreivinio integralo 

feya —cosxdy funkcija 

L 

F= x’yi —cosxj reiškia jėgą, integralu 

norime apskaičiuoti darbą. 


Visų integralų pointegralines funkcijas 
žymėkime raide F. 
3. Integravimo sritis D suskaidoma į n dalių (nebūtinai vienodo dydžio). 


4. Kiekvienoje dalyje, kurios matas (ilgis, plotas, tūris) yra Ad,, laisvai pasi- 
renkamas taškas P, ir jame apskaičiuojama funkcijos F reikšmė F (P). 


5. Sudaroma sandaugų suma Dp F(P)- Ad.. 
i=l 

6. Sios integralinės sumos riba ir yra vienoks ar kitoks integralas: 

I= li >) = 

„B. (F)- Ad, 

Žinoma, ši schema gerokai supaprastinta, bet gal pagaliau neturėsite moky- 
tis kiekvieną integralą konstruoti taip, lyg iki tol nieko panašaus nematėte. 
O dabar pažvelkime į skirtingų integralų apskaičiavimo bendrumus. Pasi- 
rinkime, rodos, nepanašius integralus: kreivinį ir paviršinį. 
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13.8. Pavyzdys. Apskaičiuokite kreivinį integralą: f 2xy dx + x dx, 


L 

L: kreivės y“ = x atkarpa nuo taško A(0;0) iki taško B(4;2). 
13.8. Sprendimas. Pirmoji taisyklė. Reikia pakeisti visą visą pointegralinį reiš- 
kinį (funkcijas ir diferencialus) taip, kad liktų vienas kintamasis (nesvarbu 
kuris). Pakeičiama naudojant integravimo kreivės lygtį (lygtis). 
Antroji taisyklė. Po pakeitimo gauname apibrėžtinį integralą, kurio rėžiai turi 
rodyti po integralu likusio kintamojo reikšmę integravimo kelio pradžioje ir 
pabaigoje. 
Šiuo atveju patogu eliminuoti (pašalinti) x. Įrašome x= y", dx = 2ydy: 
2 


= 32 
0 


2 2 5 
I= [2-9 -y-2ydy + y*dy =5 f yay=5- 2 
0 0 3 
13.9. Pavyzdys. Apskaičiuokite paviršinį integralą: 
Mie +2x + Žas S: plokštumos 2 + > Ir =1 dalis pirmame oktante. 
S 


13.9. Sprendimas. 

Pirmoji taisyklė. Reikia pakeisti visą pointegralinį reiškinį taip, kad liktų du 
kintamieji. Pakeičiama naudojant paviršiaus lygtį (lygtis). 

Antroji taisyklė. Po pakeitimo gauname dvilypį integralą, kurio integravimo 
sritis yra paviršiaus projekcija pasirinktoje (dviem likusiais po integralu 
kintamaisiais apibūdinamoje) koordinačių plokštumoje. 

Panašu į 13.8 pavyzdį, tiesa? 

Integruokime. Dažniausiai paviršius projektuojamas į xOy plokštumą, bet 

mes tyčia, demonstruodami metodo bendrumą, suprojektuosime į zOx plokš- 

tumą. Tai reiškia, kad po integralu neturi likti y. 

Pasirengiame pakeitimui: 


ds = J2 LT = dedz > 


Paviršinį integralą pakeičiame dvilypiu: 


[less Žylė Sff 


= [asas VE ff aras 


EE g 


2 4)| 4 
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Čia tai pasisekė — pointegralinė funkcija lygi 1! Taigi 
integralo rezultatas — srities D plotas. Sritį D suranda- 
me lengvai: kai y=0, iš paviršiaus lygties gauname 
tiesės (paviršiaus susikirtimo su plokštuma linijos) lygtį: 
S i 
2 4 
Be abejo, trikampio plotui rasti integralo nereikia 


Šy= > 2-4= 4) bet galite pažaisti - pasimokyti 


dvilypiu integralu apskaičiuoti trikampio plotą. 
Galutinis 13.9 pavyzdžio atsakymas yra 4461. 

Dabar parodykime integralų bendrumą kitu aspektu: 
apskaičiuodami trilypį integralą iš pradžių „nusileidžiame“ iki dvilypio, o 
paskui — iki „viengubo“ apibrėžtinio integralo. 


13.10. Pavyzdys. Apskaičiuokite tūrį kūno, apriboto šiais paviršiais: 
y=v4x, y=2Jx, z=Oir x+2=6. 
13.10. Sprendimas. Pakaks vieno brė- 
žinio, kad suprastumėte, apie kokį 5 Je 
kūną kalbama. 
Tarp dviejų parabolinių cilindrų 
y=vVx ir y=2/x yra erdvė. Ji iš 
apačios apribota xOy plokštuma 
(z=0), o iš viršaus įstrižai „nupjau- 
nama“ plokštuma x 42 =6, kurios 
„pėdsakas“ xOy plokštumoje yra tie- 
sė X=6. 
Tūrį V apskaičiuosime trilypiu inte- 6 
gralu pagal tokią schemą: i 


V= [|f o= fff da- fafafa 


Kai iš trilypio integralo sukonstruojamas trigubas integralas, jo rėžius rei- 
kia skaityti taip: pirmojo (pirmojo iš dešinės!) integralo —- nuo paviršiaus 
z = fi (x;y) iki paviršiaus z, = f, (x;y); antrojo integralo — nuo linijos 
y, =p (x) iki linijos y, = p, (x); trečiojo integralo - nuo tolimiausio taško 
kairėje x, iki tolimiausio taško dešinėje x,. 

Suprantama, kad iš trilypio integralo trigubą galima gauti šešiais būdais, 
atitinkamai pasirinkus integravimo kryptis, kurios matyti iš diferencialų po 
integralais išdėstymo: dxdydz; dxdzdy; dydxdz; dydzdx; dzdxdy ir 
dzdydx. Visada reikia pasirinkti patogiausią integravimo variantą. Integra- 
vimo kryptį pravartu pažymėti strėle: jei stumdant strėlę lygiagrečiai po in- 
tegravimo sritį, ji visur „įlenda“ pro vieną paviršių (liniją), o „išlenda“ irgi 
pro vieną ir tą patį paviršių (liniją), tai integruojant pakaks vieno trigubo 
(dvigubo) integralo. 
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Priešingu atveju integravimo sritį teks 
skaidyti į zonas, kurių kiekvienai tiks 
pateiktoji „strėlės taisyklė“. 
Pavyzdžiui, jei būtume pasirinkę 
tvarką dydx dz, tai (žr. pav.) būtume 
turėję sudaryti du trigubus inte- 
gralus. 


T 


KI“ 


P v +, . * 4 5> 
Duotojo uždavinio pirmojo integralo Y 
rėžiai užrašomi iš paviršių Z, =0 ir > 

e 
9 


z, =6—x lygčių (labai paprasta: at- 


metame z,=,z, = ir gauname rė- 6 x 
žius!), linijų y, =/x ir We 2/x lygčių ir taškų x, =0 bei x, =6: 
6 24x 6-x 6 2x 
V= [av | dy f dz= fd f (6-x)dy= 
0 x 0 X 


3/2 5/2 


6 
= f(6-x): Vx dx= TAE | T 
4 3 5 5 


2 „24 
Ar reikėjo šiam uždaviniui išspręsti trilypio integralo? Nebūtinai. Kūnas, 
kurio tūrį apskaičiavome, yra cilindroidas, todėl galėjome pasinaudoti tokia 


formule: V = { f f(x;y)dxdy. z= f (x;y) yra cilindroido „dangtelį“ apra- 
D 


šanti funkcija. Šiuo atveju tai z=6— x, todėl 
6 


2/x 
V= [f (6-x)drdy= f dx f (6-x)dy =.. 
D 0 Jx 


Matome, kad tai tas pats integralas, kurį buvome gavę po trigubo integralo 
integravimo pirmo žingsnio. Nesunku įsivaizduoti, kaip erdvinio kūno 
tūrį išreikšti cilindroidų tūriais ir išvengti trilypio integralo. Bet ar verta 
vengti? 
Vietoj deserto pateiksime rutulio X“ + y° + 2 = R 
Z MlpP.0) tūrio apskaičiavimo uždavinį. Pasinaudosime reto- 
kai patogia sferine koordinačių sistema. Iš brėžinio 
turėtumėte suprasti ryšius tarp koordinačių: 


x=psinv-cos60, 
y=psiny-sin6, 


Z=COS4. 


Galima įrodyti, kad dxdydz — p“ sinpdp dpd0. Rutulio lygtis sferinėje sis- 
temoje yra labai paprasta (patikrinkite!): p= R. 
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Trigubo integralo rėžius užrašysime be komentarų, bet principą turėtumėte 
suprasti: integruodami turime „pasiekti“ kiekvieną rutulio tašką: 


V= [ffa sinode fas f pao-È fsinode fas- 


=2r. R [sine dp= Rb 
2 3 
Šio skyriaus „įžanga“ labai ilga, tiesa? Neįmanoma trumpai aprašyti inte- 
gralų įvairovę, bet tikime, kad „skonį“ ir bendruosius principus pajutote. 
Dabar panagrinėkite keliolika uždavinių — nuo visai paprastų iki gana iš- 
moningų. Tik nepamanykite, kad to užteks norint tapti integravimo žino- 
vu. 


Įrodysime, kad 0=1. 


integruojame dalimis: 


f2- TELA du=-}dx -Lrt feda fE 


x x xX 
dv=dx, v=x 
Gavome lygybę: 
I=1+1, 
0=1. 


241 13.1 
Apskaičiuokite integralą: il pw dx. 


13.1 
SPRENDIMAS 
Kartais nelengva pastebėti, kad uždavinys lengvas... 


+1 *(x+1) d(xe* +1) P 
Jart - (50 xe“ +1 de= [7 e +]+C. 
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Apskaičiuokite integralą: f Vx’ +4dx. 


13.2 
SPRENDIMAS 
Į būdas 
x=2- 2 
? +4dx= =4* | yt y 
JNė+ dx = —— Jhe- alore 
cos? ” 
dafa aa i 
cost cos“ t (1- sin“ t) 
=įsint=u|=4- ET“ lengvas, bet ilgas kelias... t. 
Da Ta. } 
II būdas 


Jx*+4=x4+t, x*'+4=x"1 24, 


2t 
2t 
4— 244 244 
--f| Eu [La 


1 dt dt t 1 


2 
Pastebėkime, kad > l = +4+x = H 


t dJê+4-x x¥+4- 4 


Į rezultatą grąžiname x: 


f xX +4 d=- [NP +4—- x) —2ln 


4443). 


+ 


x’ +4+x 


2 
+f 1445) +C=5aV14+2-In] K +4+44C. 


Ar supratote, kad —2ln4 „prisijungėme“ prie C? 
Konstanta + konstanta = konstanta... 


268 


13. INTEGRALAI 


13.3 
Apskaičiuokite integralą: f Vi+vV1+x dx. 


13.3 
| T | SPRENDIMAS 
Pritaikysime vieną keitinį po kito: 


J1+x=t, 


x=ť —], 
dx = 2t dt; 


yl+t=z 
JNIFt- tdt = t=z—l = f z:2-(2 -1)-2zdz=4 f (z* -z°)dz = 


dt = 2zdz 


ik) (Miki) 
5 3 


3 


EERE T 


Apskaičiuokime integralą f p + tg“ x dx, parodydami, kiek viename lyg ir 
paprastame uždavinyje slypi įdomių dalykų. 
Pirmiausia pritaikykime nestandartinį keitinį: 


tgx = J2tgt, 
y= arctg(V2 tgr), 
1 /2 


=—7— 718 
14+2tg'/ cos“: 


ILS L v2-di 


1+2tg" t)-cos? t d 


. 2 1 "2 . S4 . 
= [pasinaudodami formule 1+ tg“ t = SF ištraukiame Sakni] = 
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dt 
= 2 ——— = 
| GA +2tg" t) cos? t 
skaitiklį ir vardiklį padauginame iš 
= 1005, „įkeliame“ cost po diferen- = 
cialo ženklu, 7 sint = u 
du 
=2 | ——————=2| ————————. 
Ji 1—u?)-(1-u? EET EN GTI 
Tai jau ki 
1 A B  Du+E, 
(1—u)-(1+u)(1+u4) 1—-u 1+u 1+ ’ 


A(l+u)(1+u7)+B(1—u)(1+u7) + Du(1-u°)+E(1-u°)=1; 


u=1: 4A-=I, Ap 
4 
1 
u=-1: 4B=l1, B-=-: 
4 
uw: A-B-D=0, D=4-B, D=0; 
u’: A+B+E=, =>. 


Gauname paprastų integralų sumą: 
Ji T 1/2 2 


= e ma +arctgu +C = 


1 1+si i 
In +arctgu +C = In +S  arctg(sint)+C = 
—u 


1—sint 


iš pirmojo keitinio gauname: 
= i 4 = 
sin“ t = = - 
2+tg X 


S In(y2+tg? x +tgx)+arctg -$= +C. 
J2+tg' x 


Patys „sugrokite“ šio sprendimo finale ir pamatysite, kaip dvi konstantos 
susijungia į vieną. 
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Keletas baigtiniu skaičiumi elementariųjų funkcijų neišreiškiamų integralų: 


ert(x)=—— [e Var 


Fi(x)= £ dr, 
Si(+)= Ja, 
Ci(x)= | T 
i= -a 


Aš išgirstu ir pamirštu. Aš pamatau ir prisimenu. Aš padarau ir išmokstu. 
(Kinų patarlė) 


Į ana fauna ulaufan Cana nana ua nana mana mana ua aučančauaugai Š 


Žinoma, kad funkcija f(x) yra nelyginė, ir žinoma, kad 


E ir [rleas=4 


3 
Raskite f f(x)dx. 
| 
1 
Funkcija f(x) yra nelyginė, todėl f f(x)dx=0 - tokia nelyginių funkcijų 
integralų savybė. k 


13. INTEGRALAI 


== Įrodykite, kad netiesioginis integralas I Lž TE de 


diverguoja. 


13.4 
SPRENDIMAS 


Kai x — œ, tai yx? +x >x, todėl 


e TX iy w> fE A =In|x|” = 


1 


i [Z TA ig 5 


Vadinasi, - integralas diverguoja. 


oo 


13.5 . . . . o . dx 
Įrodykite, kad netiesioginis integralas J ia 


konverguoja. : 
13.5 
SPRENDIMAS 


> 


dk 246 > x 
(Ax+B)x+D(x* +1)=1; 


x=0: DSE 
| A+D=0, A=-Į; 
Xi B=. 


1 _1 x 
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œ 
1 


dx T xdx E 
=> = In|+|| —3in(a +1) 


4 x 11 
=n- = limin——-In1= In lim -0=In1-0=0. 
vx +I 2e x 41 =% x? +1 
II būdas 
T dx Tdx I 1 
< —————3 = 
Je E 2 2 


l 
Aišku, kad antruoju būdu integralo konvergavimą įrodėme greičiau ir 
paprasčiau. 


T/2 


dx 


Apskaičiuokite: I(a)= | ————-. 
„1+(tgx) 


SPRENDIMAS 


Tai netiesioginis integralas, nes tgx, kai x = 1/2, neegzistuoja. 


Spręsime netradiciškai, „netinkamai“ pakeisdami tik (tgx) =t, bet nekeis- 
dami nei dx, nei rėžių. Tarpiniu tašku 7/4 integralą išskaidykime į du inte- 
gralus: 


Antrajam integralui, įvertindami (tgx) =t lygybę, pritaikykime keitinį: 


x=% z: dx=- dz; 


tgx=t Z-z- ENER 
8 8 2 8 tgz’ 
kai x = 7/4, z=7/4; 
kai x= 7/2, z=0. 
0 T/4 
d. d. 
Taigi antrasis integralas yra toks: — f -e — f Z 


sja l 0 Hi 
tgz tgz 
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„Pervadinę“ integravimo kintamąjį z į x, vėl prisiminę, kad pažymėjome 
(tgx)? =t, toliau nagrinėjame (a): 
n/4 T/4 n/4 7/4 
dx dx 1 1 
(= | —-+|Z= J = i dx= [de=7/4. 
„LE 5141 AET ad A 


t t 


Nuostabi: BEzuliaias yra ne tik bagiin, bej net napedu nuo a. 


Štai integralas, kurio įprastais integravimo metodais neįveiksite: 


f= fea. 


0 
Rasti atsakymą padės žingsnis į dvilypių integralų šalį. 


| Pe Rež PA 
Je a|] a BL dx dy 


Tokį dvigubą integralą būtume gavę integruodami dvilypį integralą 


(45) 
h f e dxdy, 


kurio integravimo sritis D — pirmasis koordinačių sistemos ketvirtis. Užrašykime dvi- 
gubąjį integralą polinėje koordinačių sistemoje: 
X = pcos y, 
y=psiny, 
xX+4y =P, 
dxdy — pdpdy; 
T/2 x 


ffe Pt) hy AE | d Je ia hee integralą o 
0 0 


ma integruoti atskirai 
= T k |- 1 e” | 
2 2 


Jr. 


Taigi I? =—, todėl Fim 
aigi T, wël fe 2 


Autri gintis = =e"* grafiką. Jis, kai x > +00 ir kai x > —o0, artėja prie 
ašies, bet niekada jos nepasiekia. O plotas po kreive — baigtinis! 


MAN d ai ai aD NN NN NN NN NN NN 
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Gama funkcija vadinamas toks įmantrus nuo parametro pri- 
klausantis netiesioginis integralas: 


x)= A -e "dt. 
0 
Integruokime dalimis: 
u=t“", du=(x-1)r" "dr; 


dv=e“dt, v=—e“; 


T(x)=-£ te 


=0+(x-1) | e*7-e"dr=(x-1T(x-1). 


0 


Nesunku įsitikinti, kad T(1)= Ji ed =— 
(n= 


Iš ką tik gautos lygybės T(n) = 


[(2)= (2-1) 
r(3)=(3-1)r(3- J- a 


T(4)=(4-1)T(4—1)=3-2; 


1)r p aišku, kad 
l 


Imdami 1 =1, gauname įrodymą, kad 0!=1. Dar viena įdomi gama funkci- 
jos savybė: r) = Nr. 

Įrodykite! 

Beje, kad 0!=1 galima įrodyti visai paprastai. 

Akivaizdu, kad 2!=1-2=2, todėl nereikia abejoti, kad 1!=1. Iš faktorialo 
apibrėžimo išplaukia, kad n!= (n — 1)! A, 


(n-1)!= E 
n 
Imkime n= 1 ir gausime: 
! 
(1-1)!=*, 0!=1 
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Vijoklis, spirale kildamas medžio kamienu, pasiekė 480 
cm aukštį. Medžio kamieno apimtis - 32 cm, viena vijok- 
lio vija vertikaliai yra 60 cm. Kokio ilgio yra vijoklis? 


Atrodo, kad teks sudaryti erdvinės spiralės lygtį, skaičiuoti kreivinį inte- 
gralą? 

Padarykime paprasčiau. Įsivaizduokime, kad vertikaliai per- 
VA pjovėme medžio žievę, nulupome ją kartu su vijokliu ir pada- 

rėme išklotinę (žr. pav., mastelio nesilaikome). 

Matome, kad vienos vijos ilgis / yra toks: 


I = J60* +32' =68 cm. 
Viso vijoklio ilgis L yra toks: 
g L=8-68=544 cm. 
4 2 Kildamas spirale, o ne tiesiai, vijoklis nedaug tepraranda - 64 
“ cm iš 480 cm yra nedaug. Už tai kaip tvirtai vijoklis laikosi! 


480 cm 


„13.66 ; . . |x=cosćt+tsint i 
UžDUOTIs/ Raskite kreivės ė atkarpos intervale 
y=sint—tcost 
TN tEln/6; 7/4] ilgi. 
SPRENDIMAS 


Kreivė duota parametrinėmis lygtimis 


B. 
y=%(t), 


todėl prireiks šios formulės: 
6 
L= | Jo” ()+v" (Jar 
n/4 i 


L= |. (—sint + sin +tcost) + (cost — cost + tsint} dt = 


1/6 
n/4 T4 2 7/4 2 
: t 5r 
= fye (cos? r + sin' r) dt= [tar=— s=, 
2 288 
7/6 T/6 1/6 
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Raskite plotą, esantį t kreivi =cosy ir ( „13.7 
askite plotą į tarp kreivių p p i 


p=2-4+siny. 
13.7 
SPRENDIMAS 


Kreivė „= cos; yra apskritimas. Neti- 
kite? Polinėje koordinačių sistemoje pa- 
žymėję keletą būdingų taškų (kai p= 0, 


tai p=, kai p=“, tai p=0 ir t.t.), 
j 2 


galime spėti, kad tai apskritimas, kurio 
centras (dekartinėje sistemoje) yra taške 


C žo, o spindulys lygus Z 


Užrašykime tokio apskritimo lygtį de- 
kartinėje sistemoje ir „paverskime“ lyg- 
tį į polinę sistemą. Taip lengviau, nei daryti atvirkščiai. 


p-a + [p] 


1V 1 
cos;—-—| +p sin? y =+, 
L p J p'sin'p=2 


1 2 . 25 1 
p’ cosè p- pcosp + 7 1p'sin'p=2, 


p“ = pcosų, 


p= COSp. 

x T 
Šio apskritimo plotą apskaičiuojame mintinai: $, = —. Antrosios kreivės ga- 
lime nebraižyti, užtenka padėti keturis taškus (pažymėti kryžiukais; atkreip- 
kite dėmesį, kad tai polinė sistema, todėl visos reikšmės teigiamos!) ir mato- 
me, kad antroji kreivė „apgaubia“ pirmąją. Plokščios figūros plotas S poli- 
nėje sistemoje apskaičiuojamas tokiu integralu: 

3 

1 

Apskaičiuokime: É 


21 


S=$,-$, => f(C+sing} de-Z=2-27 +2 [sinpdp+> |sin'pap-T= 
0 0 0 


2r 

„ 1 p1-cos2 1 
= 47 —2-c0sų); Io „0 7 
0 
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„13.7 x y 
UŽDUOTIS/ Raskite elipsės Atm ilgį. 
a 


13.7 
SPRENDIMAS 
Elipsė yra simetriška tiek x, tiek y ašies atžvil- 
giu, todėl ieškosime ketvirčio elipsės (paveiks- 
b lėlyje paryškinto) ilgio ir rezultatą padaugin- 
sime iš keturių. Patogu naudoti parametrinės 
> elipsės lygtis: 
X 


Ak 
x =a- cost, 
y=b-sint. 


X=VY|t 
Kreivės, duotos parametrinėmis lygtimis 5 
y=%(t) 


t=tđ, o gale t=t¢, ilgis apskaičiuojamas tokiu integralu: 


L= fe” (t)+4” (t)dt 


Skaičiuojame elipsės ilgį: 


lanko, kurio pradžioje 


n/2 7/2 


L= a == sint} +(b- cost) dt = E -sin? t +b? cos’ t dt. 


Pažvelkime, ką gautume, jei elipsę paverstume apskritimu (a =b = R): 
T/2 n/2 


L =4R | Vsin? t + cos? tdt=4R [dr = 4R-S = 2nR. 
0 0 


Kaip paprasta! 

Deja, kai a =b, atsakymas panyra į tirštą rūką... Paskaitykite gerą straipsnį 
apie elipsės ilgį internete: http://home.att.net/-numericana/answer/ellipse.htmtel- 
liptic 

O štai „Mathcad“ programos darbo rezultatai: 


1 — dž 2 
a:=5 fe cos(t)) J] +8- (sin(o)} Jar =8,657 
b:=6 0 
b= "2 
“0 f| a“ -cos(1) +b -sin(t J Jar = 1625 
= 0 


Atkreipkite dėmesį į užrašų skirtumus. Taigi kam tau skaičiuoti pačiam, te- 
gu dirba kompiuteris! 
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Pasukime kreivę y =—, kai x> I, apie ašį. 


Gausime vadinamąjį Gabrielio ragą. 


Panaudodami sukinio tūrio formulę D 
b 
V=3 | (f (+) dx, n 
z X 


apskaičiuojame Gabrielio rago tūrį: 
x l 2 r 26 
V.=7||-| dx =-—— 
E 


Xli 


=T. 


1 


Įdomus rezultatas, tiesa? Dabar panaudosime sukinio paviršiaus ploto formulę: 


S= or ffl) + (f(x) dx. 


Koks Gabrielio rago paviršiaus plotas? 


fl l "ai 
S,=21|—-|1+— dx > 2r | —dx = œ. 
- I: ž E 
Plotas begalinis! Taigi tūris baigtinis, o paviršiaus plotas — begalinis. Nieko sau kū- 
nas! 


OO OO AO OO OO OO OO O OO OO OO 


stalo, o kitą tokio paties dydžio monetą ridenkime apie pri- 
spaustąją. Kiek kartų moneta apsisuks apie savo centrą, kol 
+ ridenama pasieks pradinę vie- 
tą? 
Ridenimo kelias lygus monetos 
perimetrui, todėl ne vienas at- 
sakys, kad moneta vieną kar- 
tą apsisuks apie centrą. Taip ir 
būtų, jei ridentume tiesia linija. Šiuo atveju 
ji du kartus apsisuka apie centrą! Pabandy- 
kite. 
Imkime viršutinį ridenamosios monetos taš- 
ką. Kokią kreivę jis nubrėžia, kol moneta ri- 
denama aplink? Kokio ilgio yra to taško ke- 
lias? 


( 13. INTEGRALAI 


Sudarysime parametrines tos kreivės lygtis. 
Monetos spindulį pažymėkime R, o kampą nuo ašies (pradinės ašies per mo- 
netų centrus) iki spindulio per monetų centrus tam tikru momentu pažy- 
mėkime t. Tuo momentu nagrinėjamasis taškas yra M(x;y) vietoje. Reikia 
susieti x ir y koordinates su kampu t bei spinduliu R. Tai visai paprasta. 
Ridenamosios monetos centro koordinatės yra 
x, =2Rsint, y =2Rcost —- tai aiškiai matyti iš brėžinio. 
Kadangi taškas M(x;y) yra pasisukęs 2t kampu nuo pradinės padėties, tai jo 
koordinačių pokyčiai x, ir y, centro C(x,;y,) atžvilgiu randami analogiš- 
kai x, ir y, — tik iš kito trikampio: x, = Rsin2/, y, = Rcos2t. 
Taško M(x;y) koordinatės yra sumos (x, +x,) ir (y, +yz): 
x = 2Rsint + Rsin2t, 

| = 2Rcost + Rcos2t. 
Tai kardioidės (širdies kreivės) lygtys. Šiuo atveju kreivė yra simetriška y ašies 
atžvilgiu, todėl skaičiuodami jos ilgį „pusę dauginame iš dviejų“: 


L= >f + a +(-2sint — 2sin 2t dt = 


= R [EA J oga — 


=16R. 


0 
Rezultatas įdomus tuo, kad nėra 7, kuris paprastai „įsivelia“ į rezultatą, kai 


nagrinėjami su apskritimais susiję ilgiai, plotai ar tūriai. 

Žinoma, jūs nekantraujate nubrėžti tą kardioidę. Gal bus lengviau, jei suda- 
rysite jos lygtį p = plp) polinėje sistemoje? 

Pirma, patraukime x ašį per spindulį R žemyn (žr. pav.) — polius atsidurs 
kardioidės „mazge“, lygtis bus „gražesnė“. Dėl to parametrinės lygtys pasi- 
keis nežymiai: 


= L dt = A ETRA 
2 


x = 2Rsint + Rsin2t, 
y=2Rcost + Rcos2t + R. 
Belieka t pakeisti į > (kad būtų „kaip įprasta“) ir išreikšti p pagal Pitagoro 


teoremą: 
p= Roa + y? = 
= R-„4sin? y + 4sinpsin2p + sin? 26 + 4cos? p +... = 
=..=4Rco? Ê. 
2 


Dabar nubrėžkite grafiką p =4Rcos? > 


OLOLLO OOL OLOL OLOO O LOLOL OLOO OOOO OOOO] 
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14. KELIŲ KINTAMŲJŲ 
FUNKCIJOS 


Nauja kiekybė pagimdo naują kokybę. Bet juk apie tai jau kalbėta kituose 
skyriuose, tiesa? Be to, šį dėsnį pastebėsite ir tolesniuose skyriuose. Dabar iš 
karto imsime spręsti uždavinius, pateikdami būtinas formules ir kai kurių 
principų paaiškinimus. 


ax — y? 141 
Raskite funkcijos z = EE apibrėžimo sritį. 


In(1 =x’ —y 
14.1 
SPRENDIMAS 


Reikalavimai žinomi, rezultatas — naujiena. Kokie reikalavimai? 
1. Jei z=%4/f (x;y), tai f(x;y) > 0; (čia 2n reiškia lyginį šaknies laipsnį). 


A 
2. Jei z= ——, tai f(x;y)=0. 
ei E) ai f(X;y) 


3. Jei z =log, f (x;y), tai f(x;y)> 0. 
4. Jei z= logi, „6, tai f(x;y)>0 ir f(x5y)=1. 
5. Jei z =aresin f (x;y) arba z = arccos f (x;y), tai —1 < f (x;y) <1. 
Matote, visai tas pats, kaip vieno kintamojo funkcijoms! Bet vieno kintamo- 
jo funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalas arba keli intervalai, o dviejų 
kintamųjų funkcijos apibrėžimo sritis dažniausiai yra tam tikra sritis (arba 
aibė sričių) plokštumoje. Surasti tą sritį — tai ne tik užrašyti ją apibrėžian- 
čias nelygybes, bet ir pavaizduoti sritį koordinačių sistemoje. 
Duotajai funkcijai reikia pritaikyti 1, 2 ir 3 reikalavimus: 

4x— y’ 20, 

In(1— x? -y’)=0, 

1- x°- y’ >0; 


281 


(14. KELIŲ KINTAMŲJŲ FUNKCIJOS 


y <4x, 

1—x -y +l, 

xX +y <l; 

y’ <4x, 

x +y =0, 

x +y <l. 
Prisiminkime „pavienio taško metodą“: nelygybę pakeičiame lygybe; nubrė- 
žiame lygybę atitinkančią liniją; imame bet kurį tašką bet kurioje linijos pu- 
sėje; įstatome taško koordinates į nelygybę; jei nelygybė teisinga, tinka visi 
taškai (visa sritis), esantys toje pačioje linijos pusėje, kaip ir pasirinktasis 
taškas; jei nelygybė neteisinga, „užbrūkšniuo- 
jame“ sritį kitoje linijos pusėje. 
Taip „išsprendę“ visas sistemos nelygybes, gau- 
name sritį ar aibę sričių, tinkančių visoms ne- 
lygybėms. Tai ir yra atsakymas. Nepamirškite, 
kad tinkamos srities gali visai nebūti! Jei sritį 
ribojanti linija sričiai nepriklauso, šalia tos li- 
nijos nubrėžiame brūkšninę liniją, sričiai ne- 
priklausančius taškus apvedame „ratukais“ — 
taip uždavinį galima išspręsti be trintuko ir 
juodraščio. 


ribą, kai (x; y) — (0:0). 


xX y 
6 2 


Raskite funkcijos f(x;y)= 


0 
Tiesiog įrašyti (0;0) į funkciją negalima — gaunamas neapibrėžtumas o 


Tegu taškas M (x;y) artėja prie taško O(0;0) tiese y= X: 
3 k 4 2 
= lim 


im — z=, lim — > Ž = (0. 
(x:y)—(0:0) X +y (x;y)—(0:0) X? + X" x—0X +1 


O dabar tegu taškas M (x;y) artėja prie taško O(0;0) kreive y= x°: 
x. a aid 
(x:y)—(0;0) xÉ +y x—0 xÉ 4 xŠ x—0 2 2 i 
Kodėl rezultatai skirtingi? Ar galite įsivaizduoti, kad jūsų namai vakare priklausytų 
nuo to, iš kurios pusės, kuriuo keliu jūs parėjote? 


UA NN NN NN NN NN NA NN NN NN NAM 
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, 12 3 „14.2 
Raskite funkcijos g(5;1)= 1" In(/s = 1) + a tgs 


dalines išvestines. 
SPRENDIMAS 
ôg Ê l 1 


/ 


p Js-1 2/s cos s` 


a) > 


p 


Matote, tai paprasta: skaičiuojant vieną išvestinę, vienas kintamasis verti- 
namas kaip „tikras kintamasis“, o kitas vertinamas kaip konstanta. 


Raskite funkcijos f(x;y)= sin(3x)— xe? +5y* antros 


eilės išvestines. 
-— 
SPRENDIMAS 
fl =3cos(3x)- e”, 


f; =—xe” +10y; 
fE =—-Osin(3x), 


yw =, 

„o y 
beme 
f! =—xe” +10. 


Atkreipkite dėmesį, kad f= f„. Taip būna visada, jei tik geri dėstytojai 
duoda gerus uždavinius... 


14.4 
Raskite funkcijos xz+x7 +y* =e” išvestinę SR 


14.4 
I būdas SPRENDIMAS 


Oz F! 
i F(x;y;z)=0, tai — = -—. 
Jei F(x;y;z) D pi 


[N 


z+ +y e =0; 
F!=z+3x, 
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Es =x— e. 


55 T 
Ox ye ee my 


II būdas 

Žinodami, kad z = f (x;y), diferencijuojame duotąją lygybę „iš kairės į deši- 
nę“, vertindami x kaip kintamąjį, y - kaip konstantą, z - kaip funkciją (ne- 
pamirškite: X-z fragmentui prireiks sandaugos išvestinės formulės!): 


Oz ss 
ZEE AF3 = —, 

Ox y A 
Ap A =-z-3x“, 
Ox 


„14.5 Raskite sudėtinės funkcijos 
UZDUOTIS 


z= arctg(x + Fh x=3t, y= cos2t išvestinę Z, 
t 
14.5 
SPRENDIMAS, 


| būdas 


{ 


Įrašydami x ir y į reiškinius, sudarome ir diferencijuojame funkciją z = z(t): 


z=arctg (3t + cos B 


dz 1 L 3—2sin4/ 
————————— 34+2cos2t- —sin 2t -2 -A E 
dt 14 (3t+cos? 21) l )-2) 1+ (3t+cos*21) 


II būdas 
Pritaikome „išsamiojo tyrimo principą“ (angliškai tai vadinama chain rule): 
norint ištirti nusikaltimą, reikia išnagrinėti visus potencialaus užsakovo ry- 
šius su vykdytojais. Taigi, jei 
z=f(x;u;v), u=ọ(x;y), v=t(x;y), tai 
A O A. 
Ox ôu 0 ðv 


L 
ôx Or 
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Šiuo atveju z= f (x;y), x=%(t), y=%(t), todėl 

dz Of d, of dy 

dt Ox dt Ou di“ 
Matote, funkcija f(x;y) turi „įtartinų “ ryšių su f per tarpininką x ir per 
tarpininką y. Viską ir tiriame! Atkreipkite dėmesį į skirtumus tarp išvestinių 
ir dalinių išvestinių (d ir ð - ne tas pats!). 


Skaičiuojame: E i d 7 
Ox tyli dt > 
E E 


= 2 

Y 1+(x+ y) dt 
Užrašome rezultatą: 

dz = A -3+ L 

a teler] ret) 
Matote, kol kas tai „mišrainė“ — dešinėje yra ir x, ir y, ir t. Pirmuoju būdu 
gautą atsakymą pamatysite tik vietoj x ir y įrašę atitinkamus reiškinius. Tai 
gal geriau buvo iš karto įrašyti, gal pirmas būdas geresnis? Ne visada. Pri- 
klauso nuo funkcijų ir galutinio tikslo. 


-2y-(—sin2r-2). 


Raskite sudėtinės funkcijos 
z=arcsin(u +), u=xsiny, v=In(x* +y +r —1), 


1 1 ao min 
X=—— 7-5, y=—=+t, z=t+s išvestinę —. 
dea "d "a 


Taikydami „išsamiojo tyrimo principą“ (žr. 14.5 užduotį), tu- (SPRENDIMAS 


rėtumėte pasinaudoti tokia formule: 


ôt ðu Ox Ot ðu Oy ðt ðv Ox ðt ðv Oy ðt ðv Or ðt 
Laimė, diferencijuoti visai neprireiks! Nesunku įrodyti, kad šios funkcijos 
apibrėžimo sritis — tuščia aibė. Tai reiškia, kad nėra tokių / ir s reikšmių, su 
kuriomis galėtume apskaičiuoti z reikšmę. Iš tiesų iš sąlygų /—1> 0 ir s >0 
gauname, kad r >1, o vien to užtenka, kad logaritmo argumentas būtų 


neigiamas, o funkcija v = v(x;y;r) — neapibrėžta. 
Jei funkcija neapibrėžta, tai kam skaičiuoti jos išvestinę? 


14. KELIŲ KINTAMŲJŲ FUNKCIJOS 


ULO is Raskite funkcijos f (x; y) = 4xy — xí — yf ekstremumus. 


14.6 
SPRENDIMAS 


Pasinaudosime pakankamomis ekstremumų sąlygomis. 
Sudarykime tokios matricos (angl. Hessian matrix) 


Ta i | 
Ta fo 


determinantą (įvertindami, kad = R ir nerašydami dalinių išvestinių 


ženklelių - jie numanomi...): 


D= fa: fy -= fh. 
Tarkime, kad taške P yra patenkintos būtinos ekstremumo sąlygos: 
f;=0 ir f, =0; 


jas galima užrašyti ir taip: grad f (P) =0. 
Išvados apie funkciją f (P) padaromos pagal tokią lentelę: 


D J fa P yra: 


vietinio minimumo taškas 
vietinio minimumo taškas 
balno taškas 
lieka neaišku 


Lentelėje * reiškia „nesvarbu“. 
Nagrinėjame užduotį. 


f/=4y-4x, 
f,=4x-4y'; 

y=*, 

225 

rey 

y =0, y =l, y =-l; 
X, =0, x, =, X, =-1. 


Yra trys kritiniai taškai: A(0;0), B(1;1) ir C(-1;—1). 
Apskaičiuojame D: 


fa =-12x, fy=-12y, fy=4&; 
D =144x° - y? —16. 
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Taške A: 

D,=-16; taškas A yra balno taškas („minimakso“ taškas): 

pažiūrėkite į raitelį ant žirgo iš šono - raitelis sėdi žemiausiame balno taške; 
pažiūrėkite į raitelį iš priekio - žemiausia balno vieta yra ties aukščiausia 
žirgo nugaros vieta. 


Taške B: 
D,=128, f„=-12; taškas B yra vietinio (lIokaliojo) maksimumo taškas. 
Koks tas maksimumas? 
f(B)=4-1-1=2. 
Taške C: 
D. =128, f„=-12; taškas C yra vietinio maksimumo taškas. 


14.7 
Raskite taško A(2;—1;4) atstumą nuo plokštumos 


2x—y+z=3. 14.7 
SPRENDIMAS 


Tokio tipo uždavinius jau sprendėme 7 skyriuje. Dabar pabandykime kitaip. 
Taško, kuris yra statmens iš taško A į plokštumą pagrindas, koordinatės yra 
tokios: M(x; y;3—2x+y). Sudarykime funkciją F(x;y), kuri reiškia at- 
stumo tarp taškų A ir M kvadratą: 

F(x;y)=(x-2} +(y+1) +(3—2++y-4) 
Suprantama, kai rasime F(x;y) mažiausią reikšmę, uždavinys bus išspręs- 
tas. 


2 


F/'=2(x-2)+2(y-2x-1)-(-2), 
F'=2(y+1)+2(y-2x-1); 


2x—4—4y+8x+4=0, 
2y4+24+2y-4x-2=0; 


5Sx-—2y=0, 
[> +y=0; 
Tai bent pataikėme — gavome homogeninę lygčių sistemą, turinčią trivialų 
sprendinį x =0, y=0. Taigi taškas, į kurį „atsiremia“ statmuo iš taško A, 
yra M(0;0;3). 
Atstumo kvadratas F=4+1+1=6, atstumas d= /6. Patikrinkite 7 sky- 
riuje aprašytu būdu! 
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Turime 300 kvadratinių decimetrų (3mx1m) skardos 
VZDUOTIŞ lakštą. Jį supjausčius ir suvirinus, reikia pagaminti di- 


džiausio tūrio gretasienio formos dėžę (be dangčio). Ko- 


ETA kie turi būti dėžės matmenys? 
u) 


Tegul x - dėžės plotis, y - ilgis, z - aukštis. Reikia rasti funkcijos 
V=x-y-z 
didžiausią reikšmę su sąlyga 
xy +2xz + 2yz = 300. 
Pritaikysime Lagranžo daugiklių metodą. 
F(x; y;z;A)= z + à- (xy + 2xz + 2yz — 300); 
F! = yz + ày + 2AZ, 
F! = xz +x 42042, 
F! = xz +2)\x + 2y, 
F! = xy + 2xz + 2yz — 300. 


Sprendžiame sistemą: 


yz=\A(y+2z), 
xz = A(x + 2z), 
xy =A(2x + 2y), 


xy + 2xz + 2yz = 300. 


Iš pirmos ir antros lygties gauname: 


J Z. 
— y+2z’ "mt 
. ŻåŻåăě xz 
y+2z 2127 


Sprendžiame žinodami, kad x>0, y>0 ir z>0: 
y(x+2z)=x(y+2z), 
yz = XZ, 
y=x. 


Įvertindami gautą rezultatą (gal galėjote atspėti, kad dėžės pagrindas turi 
būti kvadratas?), iš sistemos trečios lygties gauname: 


x? = A-4x, 
x=4). 
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Dabar sprendžiame sistemos antrąją lygtį: 
4Az =J(4) + 2z), 
2z =2\A +z, 
Z= 2N: 
Viską užbaigsime spręsdami sistemos ketvirtąją lygtį: 


2 


(4) +2-44-2A+2-4A-2A=300, 


48° =300, 
A=Ž. 
2 


Atsakymas. x = y =10, z=5. Įsidėmėkite: taupiausiai medžiagą panaudoja- 
me tada, kai dėžės aukštis yra lygus pusei pagrindo (kvadrato) kraštinės. 

Pastaba. Iš tiesų dar reikėtų įrodyti, kad tūris V = 10-10-5 = 500 yra di- 
džiausias iš galimų, bet juk akivaizdu, kad tai negali būti mažiausias tūris? 


Iš skardos reikia pagaminti 500 kubinių decimetrų 
"1 xy ye k UZDUOTIS 
talpos gretasienio formos dėžę be dangčio. Kiek ma- 


žiausiai skardos tam prireiks? 14.9 
SPRENDIMAS 


Pastebėkite, kad tai priešingas uždavinys 14.8 uždaviniui. Galėtume jį visai 
panašiai išspręsti, bet pritaikysime kitą — ryšio lygties „įrašymo“ į minimi- 
zuojamąją funkciją - metodą. 


Turime: 
S = xy + 2xz + 2yz, V = 500, 
V = xyz. 
Vadinasi, 
500 500 1000 1000 
S= +2: =+ 2y myI 
xy y y x 
Ieškome S ekstremumų: 
1 
= y- 0, 
22 
s=+- 22 
l y 
1000 
gy” 
1000. 
y 
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0 X 

1000" 

x= 10; 

y=10; 

EEA AN 
Xey 


Atsakymas. x= y =10, z=5. Žinoma, atsakymas toks pat, kaip ir 14.8 už- 
duoties! 


14.10 i iš T BN aaa a A 
Raskite funkcijos f(x;y)= x“ — y (1+7) didžiausią ir 


mažiausią reikšmę skritulyje x’ + y* =4. 
EB 4.10 EE 
SPRENDIMAS 
Reikia atlikti tokius darbus: 


1. Rasti vidinius duotos srities (skritulio) taškus, kuriuose f(x;y) gali įgyti 
(bet nebūtinai įgyja!) ekstremumus. Apskaičiuoti f(x;y) reikšmes tuose 
taškuose, visai nesirūpinant, ar tai ekstremumai. 


2 Rasti sritį ribojančios kreivės (kreivių) taškus (šiuo atveju — apskritimo 
x? +y? =4 taškus), kuriuose f(x;y) gali įgyti ekstremumus (sąlyginius 
ekstremumus). Apskaičiuoti f (x;y) reikšmes tuose taškuose. 

3. Iš visų 1 p. ir 2 p. gautų f(x;y) reikšmių išrinkti didžiausią ir mažiausią. 

Antrąjį darbą padarysime dviem būdais, bet pradėkime nuo pirmojo. 

Iš f|= 44 - 25", 

Ls -2y(1 +x’); 
x(2x* — y?) =0, 
y (1 + x) =0; 

Iš šios sistemos gauname kritinį tašką A(0;0). Apskaičiuojame f (A) = 0. 

2. I būdas 

Iš ryšio lygties x? + y° =4 išreiškiame y =4-— x° ir įrašome į f (x;y): 

F(x)=x* —(4-x7)(1+ x*). 
Randame šios vieno kintamojo funkcijos kritinius taškus: 
F!=4x* +2x-8x +4x; 
8x* —6x =0, 
x(4x7 -3)=0. 
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Žinodami, kad y? =4— x", o funkcijoje f(x;y) yra tik lyginiai x ir y laips- 
niai, taškų koordinačių neskaičiuokime, o tik įsidėmėkime, kad f (x; y) reikš- 
mes reikia apskaičiuoti su šiomis reikšmių poromis: 


Par 
=0, = 
B: p F C: A 
yV =i - 43 
y 
9 13 3 41 
ment ŽO=-—- ia 
f(B) r(0)-Ž-81+3--2 


Nepamirškime, kad ieškome funkcijos F(x) didžiausios ir mažiausios reikš- 
mės intervale. Iš tiesų 0< x° <4. Būtina apskaičiuoti reikšmes intervalo ga- 
luose. Vieną reikšmę jau turime: F(0)= f(B) = —4. Reikia panaudoti reikš- 
mių porą 
i x =4, 
l y=0. 
II būdas 
(Lagranžo daugiklių metodas). Iš duotosios funkcijos f(x;y) ir ryšio lyg- 
ties p(x;y) =0 sudarome funkciją: 
F(x;y;A)= f (659) +à- p(x;y). 
čia A — tam tikras daugiklis, trečiasis funkcijos F kintamasis. Belieka rasti 
taškus, kuriuose funkcija F gali turėti ekstremumus, ir tuose taškuose apskai- 
čiuoti f(x;y) reikšmes. 
F(x;y;A)=x* -y (1+2) +A (x +y—-4); 
F! =4x° —2xy° +2x), 
E/=-2y(1+x*)+ 2Jy, 
F =x +y —4; 
s(a -y + S 0, 
y(1 +x—- A)=0 
* + y? =á; 
Iš sistemos gauname tris reikšmių poras: 


x=0, ? = 3/4, D 
Bo G: ý / D:}* 4 
y =4; y =13/4. 
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Pirmuoju būdu jau apskaičiavome, kad 


41 
f(B)=-4, f(C)=-4,  f(D)=16. 
3. Iš keturių reikšmių išrenkame didžiausią ir mažiausią. 
41 
Atsakymas. fax =16, foin = = 


14.11 i op 2 pe TS | E T 
Raskite funkcijos f(x;y)=x*—y" didžiausią ir 


TT mažiausią reikšmę su sąlyga, kad y= x*. 
Gomy 


Lbūdas 

Ryšio lygtį y = x“ įrašome į f(x;y): 
F(x)=xŻ =*. 

Randame šios funkcijos ekstremumus: 
F'(x)=2x-4x*, 


x(-2x7)=0, 
x, =0, pea 
2 
1 1 1 
Hajn lala = 
(5) (5)=1-1-1 


Atsakymas. Mažiausia f(x;y) reikšmė yra 0, didžiausia reikšmė yra 1/4. 


II būdas 
(Lagranžo daugiklių metodas). 
Sudarome funkciją: 
F(x;y;A)= x -y +A (y-x°). 
Randame šios funkcijos kritinius taškus: 


F'=2x-—2x), 
F/=-2y+0, 
Ę=y-x*'; 
x(1—A)=0, 
As 0, 
y-x =0; 
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Iš sistemos gauname, kad f(x;y) reikšmę reikia skaičiuoti su šiomis reikš- 
mių poromis: 2 
x=0 “= 1/2 
A: 2 B Ž / 
y=0 y=1/2 


f(4)=0, f(B)=1/4. 


Šios reikšmės atitinka pirmuoju būdu gautą atsakymą. 


14.12 
Raskite paviršiaus z = In (x +2 y) liečiamosios plokš- WŽDUOTIS 


tumos, liečiančios paviršių taške M(3;—1), lygtį. 
14.12 


Per paviršiaus z = f (x;y) tašką M, (x,:y,:,) nubrėžtos liečiamosios plokš- 

tumos lygtis yra tokia (dalinės išvestinės apskaičiuojamos taške M, ): 

| z-z =$ (x-7) +0 -). 

Siuo atveju: 

x, =3, y =-l; z =0 (nes z=1In(3—2)=In1=0); 

of ıl of 
Ox x+2 y? ax 
E i 
ðy x+2y ” |u 

Užrašome liečiamosios plokštumos lygtį: 
z-0=1-(x-3)+2-(y+1), 
x+2y-z-1=0, 
z=x+2y-l. 


Užrašykite sferos x“ + y* +z°=16 normalės, einan- / 14.13 
čios per tašką M, (1;—2;11), lygtį. Raskite, kokį kam- VZBUOTIS 


pą ši normalė sudaro su y ašimi. PET 
J ET 


Paviršiaus F(x;y;z)=0 normalės, einančios per tašką M, (x0;Yo;Zo), lygtis 


Mo 


yra tokia (dalinės išvestinės apskaičiuojamos taške M, ): 
X— Xo y Yo 2 
OF oF OF ` 
ox Oy Oz 
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Duota: x,=1 Y =-2; Z= Ji. 


Apskaičiuojame: 
E a, F) a 
E 
Oy OY lų, 
oF JA 


Oz ' Oz 
Normalės lygtis: 
xl y+? z- „11 


Mo 


2 —4 2/11 ` 


Ieškome vektoriaus $ = (2;—4; 2/11 ) kampo su ortu j= (0;1;0): 


s-j= |š|-|j cos 3; 
2-0—-4-142/11-0 = 1l 
1 a — Ar aa. 
4 (47 +(2/11) 1 V0 
8=120“. 


> 1. Išvisų duotojo perimetro n-kampių didžiausio ploto yra taisyklin- 
gieji n-kampiai. 


2. Iš dviejų to paties perimetro taisyklingųjų n-kampių plotas yra didesnis to, 
kurio kraštinių skaičius yra didesnis. 


3. Apskritimu apibrėžtas plotas yra didesnis už plotą bet kurio n-kampio, 
kurio perimetras lygus apskritimo ilgiui. 


4. Jei duotas skritulio sektoriaus perimetras, tai didžiausią sektoriaus plotą 
gauname tada, kai sektorius yra pusė skritulio. 


5. Jei kelių kūnų paviršiaus plotas vienodas, tai didžiausio tūrio kūnas yra 
rutulys. 


UN NN MMM NN NN NA NN NN NAMAMS 
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Eksperimento rezultatas - keturi taškai: M, (—2;—3), 
M,(0;—1), M,(1;1), M,(3;2). Kokia tiesė geriausiai YŽBUOTIS 
tiktų brėžiant grafiką, jei žinoma, kad eksperimento 


rezultatai kinta tiesiškai? 1414 
SPRENDIMAS, 


Nubrėšime tiesę y = kx +b, gautą mažiausių kvadratų metodu (angl. least 
squares regression line): 


n n n 
n$ x; ‘Yi 23: 
i=l i=l __i=l 

2 5 
n n 
nx = > 
i=l i=l 


1 n n 
b=— 7 Na 

n\ iz i=l 
Čia n - taškų skaičius, X; y; — taškų koordinatės. 
"4-(6+1+6)-2-6 40 5 


k= 


4.13—4 48 6 
b=ifi-ž-2)=-4. 
4| 6 


Brėžiame tiesę y = Žx — Z, Pažvelkite į paveikslėlį - neblogai tinka, tiesa? 
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Pasitikrinkite savo žinias. Kiekvienas iš pateiktų teiginių yra 
teisingas (T) arba neteisingas (N). Atsakymus rasite knygos gale, bet nesku- 
bėkite - užduotys nesudėtingos, išspręskite patys. 

1. Jei f(x5y)=3x7 +3y* —-5x-y+2, tai f(y:x)= f (x;y). 

2. Jei f(x;y;z)=(y-z) x, tai f(x;y;z)= f (y;x;z). 

3. (x— 2Y +(y- 1) =4 yra apskritimo, kurio centras C(-—2;1) ir spindu- 
lys 2, lygtis. 

Plokštumos z=3 ir y=5 yra statmenos viena kitai. 

. Funkcija f(x:y;z)=2—3x +52 yra tiesinė. 

. Plokštuma z = 8 yra statmena z ašiai. 

Plokštuma 2y43z=—5 yra lygiagreti x ašiai. 


z=yx'+y" grafikas yra paraboloidas. 
. f(xsy)=2x* +2y" +2 yra paraboloidas, kurio viršūnė yra taške 
A(0;0;2). 

10. Paviršiaus z = x° + y° +1 lygio linijos yra apskritimai. 

11. Paviršiaus f(xy) =x°— y’ +1 pjūviuose, gaunamuose kertant plokš- 
tuma y=C (C - konstanta), yra apskritimai. 

12. Paviršių f (x; y) =x" —y° +1 kirsdami plokštuma x = y gauname tiesę. 

13. Jei z= f (x;y) funkcijos dalinės išvestinės taške A(a;b) yra tokios: 
fi(a;b)=0, f; (a;b) >0, tai taškas A gali būti funkcijos vietinio minimu- 
mo taškas. 

14. Taške A(a;b), esančiame nagrinėjamos srities viduje, gali būti funkcijos 
z = f(x; y) vietinis ekstremumas, net jei A nėra kritinis taškas. 

15. Jei vidiniame srities taške A(a;b) funkcijos z = f(x;y) antros eilės išves- 
tinės yra tokios, kad f, (a;b): f” (a;b) — (ft (a;b)) = 0, tai taške A negali 
būti vietinio ekstremumo. Ė l 

16. Tiesė, gauta mažiausių kvadratų metodu nagrinėjant du taškus A(X,;y, ) 
ir B(Xp:Yp), X, = Xp, Visada eina per tuos taškus. 

17. Tiesė, gauta mažiausių kvadratų metodu nagrinėjant tris taškus 
Alxs:Y4), BlXpiYs) ir C(xc;Yc), eina bent per vieną iš tų taškų. 

18. Funkcijos z = f (x;y) apibrėžtos stačiakampėje srityje D, reikšmių šioje 
srityje vidurkis lygus funkcijos reikšmių srities kampuose vidurkiui. 

19. Norint rasti plokštelės masę, reikia integruoti plokštelės tankį apibrėžiančią 
funkciją. 

20. Iš dvilypio integralo gaunamų dvigubų integralų skaičius nepriklauso 

nuo integravimo krypties pasirinkimo. 


B NDP 
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Šiame skyriuje pajusite begalybės mistiką. Baigtinė suma nuo begalinės ski- 
riasi ne tik dėmenų skaičiumi. 


Begalinė suma u, +u, +...+u,+...= Xou, vadinama eilute. 


n=l 
Cia u,,nEN yra formulė, pagal kurią surandamas n-asis eilutės narys. Iš 
n y 
pradžių nagrinėsime neneigiamų skaičių eilutes, jų kiekvienas narys u, yra 
skaičius. 


e n? 1 4 9 16 
Pavyzdžiui, jei u„ = , tai eilutė yra tokia: ~+- +-+— +.. 
l+n 2 3 4 5 
Eilutės dalinės sumos yra: 
S =u 
S, =U +u,, 


S, =U +u, +... + u,- 
Jei egzistuoja baigtinė riba S = lim S, tai sakoma, kad eilutė konverguoja ir S 
vadinama eilutės suma. Jei ši riba nėra baigtinė arba neegzistuoja, tai eilutė droer- 
guoja. Panaudojimo, pritaikymo prasme konverguojanti eilutė yra „gera“, 
naudinga, o diverguojanti — „bloga“, nors ir ne visada, ne visiems. 


ei neneigiamų skaičių eilutė konverguoja, tai li = (). 
Jei neneiiamų skaičių guoja, tai imu, =0 


Tai būtinasis, bet ne pakankamasis konvergavimo požymis. 


Koši kriterijus. Tam, kad skaičių eilutė konverguotų, būtina ir pakankama tokia 
sąlyga: bet kuriam e€ > O turi būti toks numeris N = N (e), kad su visais n > N 
ir p=1,2,3... būtų teisinga nelygybė: 


Saip 


=. Unyi Hunia Sas +u 


a TE: 
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= 3 
UžDUOTIS Įrodykite, kad eilutė BTI konverguoja ir raskite 
n=1 


eilutės sumą. 


15.1 
SPRENDIMAS 


Akivaizdu (ar tikrai?), kad koeficientą 3 galima iškelti prieš sumos ženklą. 


Išskaidykime: l A B 
n(n+1) n n+1 
A(n+1)+B-n= 
n=0: A=], 
n=-1: B=-1 

1 1 1 


n(n+1) n n+l 
Užrašykime eilutės dalinę sumą S,, panaudodami išskaidytąją n-tojo nario 
1 1 1 1 | 1 I 1 


1 1 
- +>——-+ A Ė 
1 2 2 3 3 4 n—-l n n n+l 
m M m 


n? 


formulę: S, = l 


Matome, kad visi „vidiniai“ nariai suprastinami ir lieka tik tiek: 


z] 
n+1 


S, =3 


n 


Eilutės suma: S = lim S, = lim |i- |- 3. 
n—00 n= n +1 


Užrašykime kelis pirmuosius eilutės narius, panaudodami pradinę 
; ; OE E 2 
n-tojo nario formulę: =+ >+ — +— + 
2 6 12 20 


Įsivaizduok, pirmąją tavo gyvenimo dieną gerosios fėjos tau padovanojo pus- 


3 
antro gramo Ž aukso, antrąją dieną pridėjo dar pusę gramo E , trečią 
dieną — dar ketvirtį gramo Ž| Taip jos neš tau dovanas visą gyvenimą, 0 


mirdamas neturėsi nė trijų gramų aukso! Verčiau prašyk proto... 


UN NN NN NMNNNNNNNNANNNNNA NN NM 
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Įrodykite, kad harmoninė eilutė „15.2 
1 1 1 = 1 UZDUOTIS 


11—1—41..1—1..= Y — diverguoja. 
2 3 n 2, n 

5 15.2 
Ius 
Užrašykime dvi eilutes: 


Lali. iskilo. Lu Asas ai a] 

—>1—+—1—+—:1—+—1—+ 
23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
Nr uu —-—---— r ——————— | 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(**) 1+-—-+—-+-—+-+..+-+—+.—1—1.1—. 
2 4 4 8 8 16 16 32 32 
2nariai 4nariai 8 nariai 16 narių 


Pirmoji (*) eilutė yra harmoninė. Sudėję vienodas trupmenas, antrąją (**) 
1 1 1 

eilutę galime užrašyti taip: (**) 1+ 3 F 2 Ež 5 Poz 

Akivaizdu, kad (**) eilutė diverguoja, nes jos n-tojo nario riba, kai n — œ, 


„1 
nėra lygi nuliui LŽ 2 . Jei (**) eilutės n narių dalinę sumą pažymėtume 


S,„, tai gautume, kad lim S,, =œ, nes eilutė diverguoja. Pagaliau ir taip 


n—00 1 
aišku, kad vis pridedant po 3 suma neaprėžtai didėja. 


Pirmosios (*) eilutės n narių dalinę sumą pažymėję S,,, galime užrašyti 
Sı 25,,. Tai akivaizdu pažvelgus į sugrupuotų dėmenų grandinėles. 
Vadinasi, ir lim S„ = oo, todėl harmoninė eilutė diverguoja. 

II būdas iii 


Imkime harmoninės eilutės (*) dalinių sumų skirtumą: 


1 1 1 
Son — Sp = sko 


+ 
nl n+2 2n 
Pakeitę kiekvieną (išskyrus paskutinį) dėmenį dešinėje lygybės pusėje ma- 


1 
žesniu skaičiumi a gauname nelygybę: 
n 


1 1 1 1 1 
=N > nmt 
2n 2n 2n "S 2 
Imkime p= n ir is taip: 
[Sa =S; z Bar O; ik „555 


Tai reiškia, kad harmoninė eilutė neatitinka Koši kriterijaus sąlygos - eilutė 
diverguoja. 
Svarbu pastebėti, kad harmoninei eilutei būtinasis konvergavimo požymis 
; PEDO | 
tinka: lim = = 0. 
n> n 


Matote, kaip svarbu nesupainioti būtinųjų sąlygų su pakankamomis! 
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Pakankamieji neneigiamų skaičių eilučių 
konvergavimo požymiai 


I. Palyginimo požymis. 
Duotos dvi eilutės: (*) Xa, ir (**) 2 | 
n=l n=l 


Tarkime, kad a, <b,, kai n > N, čia N - bet kuris eilutės nario numeris. Jei 


(**) eilutė konverguoja, tai ir (*) eilutė konverguoja; jei (*) eilutė diverguoja, 
tai ir (**) eilutė diverguoja. 


(JC) )eoe0e000e0e0 


Tvoroje yra skylė. Atbėgo du šunys - didelis ir mažas. Jei didelis šuo pralenda 
pro skylę („konverguoja“), tai pralįs ir mažasis. Jei mažasis šuo nepralenda pro 
skylę („diverguoja“), tai nepralįs ir didysis. 

Pastebėkite, kad šiuo požymiu gauname atsakymą tik dviem atvejais iš keturių. 
Jei mažasis šuo pralenda pro skylę, nieko negalime pasakyti apie didžiojo šuns 
galimybę pralįsti. Jei didysis šuo nepralenda, tai nežinia, ar pralįs mažasis. 
Taigi būkite atidūs taikydami požymį eilutėms! 


(OCO)C)eoeoe0e0e0e0 


2. Ribinis palyginimo požymis. 
. a 

Duotos dvi eilutės (žr. 1 požymį). Apskaičiuojame ribą Lra =L. 
Jei L=0 ir L= œ, tai abi eilutės yra vienodo tipo: abi diverguoja arba abi 
konverguoja. b 
Pastebėkime, kad galima skaičiuoti ir tokią ribą: lim —> = L. 

n= a, 
Palyginimo požymiai taikomi taip: viena eilutė yra ta, kurią reikia ištirti, o 
kitą palyginimui renkamės iš tų eilučių, apie kurių konvergavimą ar diver- 
gavimą jau žinome. 


3. D'Alambero (J. L. d'Alembert) požymis. 


Duota eilutė > Apskaičiuojame ribą lim itt = L, 

a, 
Jei L<1, eilutė konverguoja, jai L>1- divergaoja, Ką daryti, jei L =1? Taikyti 
kitą požymį! 


4. Koši radikalusis požymis. 
Yra lygiai toks pat, kaip d'Alambero, tik apskaičiuojama tokia riba: 


lim ga, = L: 


n—o0o0 
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5. Koši integralinis požymis. 


Duota eilutė 3-2 Sudarome tokią funkciją f(x), kad būtų f (n) = a,.Tai 


n=l 
labai paprasta: n-tojo nario formulėje vietoj n įrašome x, pavyzdžiui, 
n+2 x+2 
a ==, fh) ==. 
In(n+5) In(x+5) 


Jei f(x) - tolydi ir monotoniškai intervale [1;o0] mažėjanti funkcija, tai eilutė 
konverguoja, kai konverguoja integralas | f(x)dx (integralo reikšmė yra 


1 
baigtinė); eilutė diverguoja, kai šis integralas diverguoja. 


= A | -15.3 
Ištirkite eilutės D konvergavimą. UŽDUOTIS 


n=1 


15.3 
I būdas Eg SPRENDIMAS 
1 


n+1 
Pritaikykime d'Alambero požymį: lim T 


2 


= — < l- eilutė konverguoja. 


II būdas 


2 8 l 
Pritaikykime Koši integralinį požymj: J2 = 


— js —0+ ; 
In2i 2ln2 
Atsakymas - skaičius (jo nereikia lyginti nei su nuliu, nei su vienetu!) inte- 


gralas konverguoja, todėl ir eilutė konverguoja. 


III būdas 


„1 
Be reikalo vargome! „Išskleiskime“ eilutę: 22 PARA 


——— 
2 2 4 8 16 

Bet juk tai nykstamosios geometrinės progresijos narių suma (žr. 3 skyrių)! 
Taigi žinome ne tik tai, kad eilutė konverguoja, bet galime užrašyti ir jos 
sumą: l 


Ištirkite eilutės >= „PER konvergavimą. žOLOxi 


n= 1” 


15.4 
Tai Dirichlė arba apibendrintoji harmoninė eilutė. SEENA 


Jau žinome (žr. 15.2 užduotį), kad harmoninė eilutė i Kai 
n 


Il 
p<l, tai Ta todėl pagal palyginimo požymį eilutė > (p<!) 
n’ 


n=l 


n=l 


diverguoja. 


15. EILUTĖS 


Tarkime, kad p>1. Pritaikykime Koši integralinį požymį: 


ši: 1 1 


LŽ = 
x —p+li l-p p-l 


< 1l 
Integralas konverguoja, todėl ir eilutė So , (p>1) konverguoja. 
n=l n” 


Ši eilutė labai praverčia taikant ribinį palyginimo požymį. 


15.5 
UŽDUOTIS Ištirkite eilutės -— i konvergavimą. 


15.5 
SPRENDIMAS 


Pastebėkime, kad eilutės vardiklis didėja maždaug n sparta, todėl palyginki- 


1 
me duotąją eilutę su Da eilute: 


n=l 


(n+1) n ) 


n n+1 
im (li ( 7 ini 
X—:00 n -#009 n X— CC n 


lim = lim = lim 


n> 


n (n + 1) 
Duotoji ir palyginimui pasirinkta harmoninė eilutė yra vienodo tipo, taigi 
duotoji eilutė diverguoja. 


M 15.6 vae . . . S n! . 
UŽDUOTIS/ Ištirkite eilutės n” konvergavimą. 
n-1 
15.6 
SPRENDIMAS 


Kas sparčiau didėja — n! ar n"! ? Taikome d'Alambero požymį : 


(n+1)! 
n+l 1)- n n 
im E lašas = tim - | E E 
n=% > n= (n+1) n-x( +] Ii 1+] e 
n n—>00 n 


Eilutė konverguoja. Šio tipo eilutėms, kurių n-tojo nario formulėje yra ro- 
diklinės funkcijos, faktorialai, dažniausiai d'Alambero požymis yra pato- 
giausias. 

Sužinojome, kad n” didėja sparčiau už n!,kai n — oc. 
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a 15.7 
Ištirkite eilutės > =] konvergavimą. UŽDUOTIS 
n=1 
Taikome Koši radikalųjį požymį: SPRENDIMAS 


81-2V -21 
lim | L | = im (2 = (kartojame ribų skaičiavi- 
n=œ \ {9n +1 n>œ| 9n +1 
8—4 
mo būdus; žr. 11 sk.) = lim nj =0<1. Eilutė konverguoja. 
9- 
n 


3 15.8 
Ištirkite eilutės ——— konvergavimą. 
3 (5n +2)-1 n' (32 +1) 8 a- WŽDUOTIS 

15.8 
p ZR 


Koeficientą 3 galime iškelti prieš eilutės ženklą, daugiklis eilutės konvergavi- 
mo negali pakeisti dvergar ar atvirkščiai. 
1 

1 (n+1)In* (n +1) 
ne n tik todėl, kad In“ Ivers dalyti iš nulio). Taikome Koši integralini po- 
zymł: I di E a a B 1 ie B 

| (+ In (x+1) J In“ (x+1) In(x+1), | In2 
Integralas konverguoja, todėl ir eilutė konverguoja. Duotoji eilutė yra labai 
panaši į ištirtąją, todėl irgi konverguoja. Tai galima patvirtinti taikant ribinį 

1 
(n+ 1)In“ (n + 1) 


palyginimo požymį: ŪM—— [p “= {kartojame ribų skaičiavimo 


(5n + 2)In“ (3n +1) 


Pirma ištirkime eilutės Ž konvergavimą (imame (n +1), o 


+2 „In (3n+1) 
-lim ——-— 
FI In (n+) 


D 
būdus (žr. 11 sk.), taikome Lopitalio taisyklę) = lim á 
n=% n 


1 
2ln(3n +1)- -3 
er n(3n "3ni R im GD E . 3n+3_ 
„17 ">x n(n+1) 341 
n+1 
1 


3 
=5-1 lim žil =5, 


n—00 


n4+1 


Abi eilutės yra konverguojančiosios. 
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Alternuojančiosios eilutės. 

Kiekvienas yra girdėjęs žodį alternatyva, todėl lengvai supras, kodėl tokia 
eilutė: u, —u, +u, — u, +...+(— pe u, +- Uu, 20,nEN vadinama alter- 
nuojančiąja. l 


Leibnico požymis. 
Jei u, > u, >u, >... ir limu, =0, tai alternuojančioji eilutė konverguoja. 


Pastebėkite, kad Leibnico požymis labai panašus į būtinąjį konvergavimo 

požymį neneigiamųjų narių eilutėms, bet dabar jis jau pakankamasis požy- 

mis! Zinoma, juk kas antrą narį atimant, o ne pridedant, lengviau gaunama 

baigtinė suma. L 

Tarkime, kad eilutės Xa, =a +a, +... kai kurie nariai yra neigiami, kiti — 
n=l 

teigiami, Ženklai keičiasi bet kokiu dėsniu. Akivaizdu, kad alternuojančioji 

eilutė yra atskiras tokių eilučių atvejis. 


o0 oo 
Jei konverguoja eilutė > ja, tai eilutė Xa, vadinama absoliučiai konver- 


n=l n=l 
guojančiąja, o jei eilutė sa, konverguoja (pavyzdžiui, pagal Leibnico po- 
n=l 


o0 
diverguoja, tai Xa, vadinama reliatyviai konverguo- 


n=l 


žymi), bet eilutė >F a, 
n=l 


jančiąja. 

Pastaba. Labiau tiktų sakyti ne realiatyviai, o sąlyginai, nes konvergavimas 
siejamas su sąlyga. Reliatyviai reikštų lyg ir nekonverguoja. Rusiškai sako- 
ma YC108H0 CXOJUMCA, O Ne OMHOCUMELDHO CXOJUMCA. 

Įdomi ir svarbi alternuojančiųjų eilučių savybė: paklaida, gauta pakeitus eilutės 
sumą S daline suma S,, neviršija lu, zil 


Pavyzdžiui, eilutė sa 1 1 
n=l 


=] S konverguoja (pagal 
n 


Leibnico požymį: 1> = > : >... lim t =0 ) ir, jos sumą pakeitę pirmųjų narių 
X—00 n 
1 


l E > : 
suma l— 3 = 2 neapsiriktume daugiau nei 2 


Taigi pagal ką tik aprašytą savybę eilutės > H =s +... suma 
yra nedidesnė už 1. Sukeiskime kai kuriuos eilutės narius vietomis, 


sugrupuokime ir iš naujo užrašykime tą pačią (?) eilutę: 
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1 1 1 1 
———+—---4.. 
2 4 6 8 
Šios eilutės suma yra ne didesnė už — „t.y. dukart mažesnė už pradinės eilutės 


i 2 
sumą! 


= „ 1 ; 15.9 
Ištirkite eilutės Ņ\(-1) T konvergavimą. UŽDUOTIS 
n 


n=1 n 
15.9 
= 1 SPRENDIMAS 


1 
Iš šios eilutės narių modulių sudaryta eilutė 5y = >— konverguoja, 
n=1 NNN n=l 2 
n 


3 
nes tai Dirichlė eilutė (žr. 15.4 užduotį), p = 2 >1. Vadinasi, duotoji alternuo- 
jančioji eilutė konverguoja absoliučiai. 


n-l 
= 1 15.10 
Ištirkite eilutės —1) ——~ konvergavimą. 
2A ) Ig(n +1) 8 ą UZDUOTIS 


n=1 

15.10 

SPRENDIMAS 
Taikome Leibnco požymį: 

1 1 l ; | 
—>—>— >... lim——— 
Ig2' 1g3 1g4 x g(n+1) 
Duotoji eilutė konverguoja. Kaip konverguoja? Tiriame iš jos narių modulių 


darytą eilutę: > 
sudarytą eilutę 3 HETT 

1 1 
m Ig(n+1)<n+1. 
ath na s(n ) ” 


. Taikome palyginimo požymj: 


PTA e p! . PEONES "7 ; A 

Eilutė 5 / F yra diverguojančioji harmoninė eilutė (be įprasto pirmojo 
n=1 (” 

dėmens, kuris, kaip ir baigtinis skaičius kitų narių — pridėtų ar pašalintų, 

eilutės konvergavimo negali pakeisti divergavimu ir atvirkščiai). 


o0 n- 


POE, l - == æ 
Taigi eilutė D yra diverguojančioji, todėl $“(-I) yra 


— Ig(n+1) 


n=l 


reliatyviai (sąlyginai) konverguojančioji eilutė. 
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Funkcijų eilutės 

2 3 n 
Tokia eilutė: sin x + sin = + sin = +...-- sin S +.. 0 bendru atveju tokia 
n 


eilutė: u (x) +u, (x) +... +u, (x) Fet Yu, (x) vadinama funkcijų eilute. 


Įdomu sužinoti, ar sudėję visus tuos sinusus gautume vieną kokią nors 
funkciją — eilutės sumą? 

Pastebėkime, kad su kiekviena konkrečia x reikšme iš funkcijų eilutės gau- 
name skaičių eilutę. Pavyzdžiui, kai x =1, gauname: 


Les „4 
sinl -sin— +>sin— —...-+-sin— +... 
y 2 3 n 
Cia funkcijų argumentas yra, žinoma, kampas radianais. 
Ar ši eilutė konverguoja? 


z> gausime konverguojančiąją teigiamų 


Įrašę kitą reikšmę, pavyzdžiui, X= 2 


skaičių eilutę: 


+ sin —— l + sin —— L Fe 
-2 2:3 2.4 


El | 
sın — + sın 
2 Ž 


Tai nesunku įrodyti: 


a l ; ik 
Žr yra konverguojančioji eilutė, nes jos nariai yra ne didesni 
je e o sin— < l 
2"-n i Pin Pont 
Palyginimo požymiu užbaigiame konvergavimo įrodymą. 
Jei imsime x = 2 , tai gausime eilutę: 

2 3 n 


; 2 Í 2 
sin 2 + sin — + sin — +... + sin — —..., 
2 3 n 


už nykstamosios progresijos narius 


kurios ne visi nariai yra teigiami. Eilutės konvergavimas ar divergavimas 
jau nėra toks akivaizdus, kaip prieš tai parodytos eilutės. 

Nenorėdami įsivelti į sudėtingus skaičiavimus, panagrinėkime atskirą funk- 
cijų eilučių atvejį - laipsnines eilutes. 


oC 00 
Xa, (x— ži arba dar paprastesnes - > 42 : 
< n=l 
Tos x reikšmės, su kuriomis iš šių eilučių gaunamos konverguojančiosios 
skaičių eilutės, sudaro laipsninių eilučių konvergavimo intervalą. Jis paprastai 
surandamas taip: 
1. Iš laipsninės eilutės narių modulių sudarytai eilutei taikomas d'Alambero 
arba Koši radikalusis požymis. 
2. Išsprendžiama gautoji nelygybė. 
3. Patikrinama, kokios (konverguojančiosios ar diverguojančiosios) eilutės 
susidaro konvergavimo intervalo galuose. 
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ua S] . 15.11 
Raskite laipsninės eilutės 2 konvergavimo WŽDUOTIS 
nnn 


intervalą. a= 
15.11 
SPRENDIMAS 


Taikome d'Alambero požymį šios eilutės narių modulių eilutei 2 13), 
n=2 ninn 
(x+37 
m aet Em 3j lim nlnn 
n—0c (x+3) n—00 (nx in(n+1) 
nlnn 


= { ribų skaičiavimo taisyklė, Lopitalio taisyklė | = 
1 


=|x +3)- 


lim lim— = |x+3l. 
n> n+ +1 nx 


n+1 
Eilutė konverguoja, kai gautoji riba yra mažesnė už 1: 
|x+3|<1, 
—l<x+3<l, 
—4<x<-2. 
Kai x= —2, gauname tokią eilutę: 
27! 


< nlnn. 


Pritaikę Koši integralinį požymį įsitikiname, kad tai yra diverguojančioji 
eilutė. Taigi x = —2 konvergavimo intervalui nepriklauso (tai dar nebuvo 
aišku pritaikius d'Alambero požymį). 


1 n 
Kai x = —4, gauname alteruojančiąją eilutę sai 2 
n=2 n 


Ji yra reliatyviai konverguojančioji eilutė, nes yra Koriyergirojančioji pagal 


Leibnico požymį (patikrinkite!), o iš jos narių sudarytą eilutę 2 ką 


7 nlnn 
tik tyrėme ir pripažinome diverguojančiąja. 


Atsakymas: —4 < x < —2. 
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15.12 
užpuoTIs/ Raskite laipsninės eilutės ZR) konvergavimo 


1512 intervalą’ 
SPRENDIMAS 


Taikome Koši radikalųjį požymį iš duotosios eilutės narių modulių sudarytai 
eilutei: 


lim ; = |x|- lim = |+| 
n—00 n+ 1 n>œ n + 1 
Išsprendžiame nelygybę: 
|x| <l, 
152541, n 
Kai x =, gauname diverguojančiąją eilutę S Ps L -ji netenkina būtinojo 
konvergavimo požymio: 
m—o(n +1 | L e 
lim|1+— 
n—>o0 1 
Kai x=-—l1, irgi gauname diverguojančiąją eilutę 3 (T) a - ji neten- 


"= (n+1) 


kina Leibnico požymio. 


Funkcijų reiškimas (skleidimas) eilutėmis. Eilučių taikymas. 


Sprendžiant daugelį teorinių ir praktinių uždavinių, prireikia funkciją f(x) 
išreikšti Teiloro eilute: 


L 


o) ag ei G k 
! n! 


f= f 040) T 
Ypač populiari Teiloro eilutės atmaina su x; = 0 (Makloreno eilutė): 


f(x)= sot LD is 
Skleidžiant pasirinktą funkciją Teiloro (Makloreno) eilute, paprastai pritai- 
komas vienas ar keli iš šių būdų: 
1. Skaičiuojamos funkcijos išvestinės, eilutės koeficientai. 
2. Pasinaudojama jau Žinoma panašios funkcijos eilute. 
3. Pritaikomos eilučių diferencijavimo ar integravimo panariui taisyklės. 
4. Pasinaudojama nykstamosios progresijos narių begalinės sumos formule. 
Turėdami funkcijos Teiloro eilutę, turime būdą (algoritmą) apskaičiuoti tos 
funkcijos reikšmę pasirinktu tikslumu, naudodami tik sudėties, atimties, 
daugybos, dalybos ir kėlimo natūraliuoju laipsniu veiksmus. 
Tai apytikslio skaičiavimo, kompiuterijos procedūrų pagrindas! 
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15.13 
Funkciją f(x)=sinx išreikškite Makloreno eilute. 


15.13 
f(0)=0; SPRENDIMAS 


f (x)=(sinx)'=cosx, f (0)= I; 


f "(x)= -sin x, f" =0;. 
f "(x)= -— cosx, f "(0)=-L 
fœ =sina, £ (0) =0. 


Pastebime, kad toliau vėl cikliškai kartosis reikšmių ketvertas: 0; 1; 0; -1. 
Užrašome eilutę: 


—*+..= —1 5 1 į 
t 2 3! Šia T z (2n—1)! 


Raskime šios laipsninės eilutės konvergavimo intervalą šiame skyriuje jau 
aptartu būdu: 


yt- 
rE a nD as Re l 
lim 2 = x“ li = {išmokite prastinti faktorialus) = 
n= ca n-x (2n )! 
(2n-1)! 
-x lim 1-2-.... (2n —2)(2n —1) r g 


æl 2 (2n-2(an man +) E n(n +) 
Gautoji riba yra mažesnė už vienetą nepriklausomai nuo x reikšmės, todėl 
sin x eilutė konverguoja su visomis x reikšmėmis. 
Visai panašiai gaunamos šios populiarios eilutės: 
2 4 2n 


+ x k 
cosz=1- ta) pats x €(-00;00); 


a x x x” 
e =1+2 +2 +. H., x E(—00; 00); 
1! 2! n! 


ko = = ... R 
(1+x) me a „POD mo nt), 


| xX xX n 
n(1+x)=x i + 3 ..+(—1) = +. xe(—1;1). 
Panagrinėkime sin x eilutę. Pastebime, kad su kiekviena x reikšme iš jos gau- 
nama alternuojančioji skaičių eilutė, todėl skaičiuojant apytiksliai lengva 
įvertinti paklaidą - ji mažesnė už pirmąjį iš atmetamųjų narių. Imdami tik 
pirmąjį eilutės narį, kai x reikšmė maža, gauname sin x ~ x. Ši apytikslė ly- 
gybė labai dažnai praverčia. Jau žinote (žr. 11 sk.), kad sinx - x. kai X — 0. 
Tai aišku ir iš eilutės. Matome ir tai, kad kai x — 0, tai sinx <x, bet 


: x 
sinx > x-2. 
3! 
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a Al 
Tą faktą galime panaudoti tirdami jau minėtos eilutės > 2 konvergavimą. 


i į 
Palyginkime ją su S. o T = Da eilute. 
n ! n 


n=l n=l 
Ši eilutė yra diverguojančioji (palyginkite su harmonine eilute 2 ), todėl 


n=l 


3 
n n=l 


pritaikę palyginimo požymį fint > = | gauname, kad ir > sin eilutė 
n n 
yra diverguojančioji. 
Žinoma, kur kas greičiau ir paprasčiau tai įrodome pritaikydami ribinį paly- 
p 
sin — 


Nn = 
1 


n 
eilute - įmantriau ir įdomiau! 


15.14 1 1 | 
UŽDUOTIS/ Sudarykite funkcijos ESS Makloreno eilutę. 
x 
15.14 
SPRENDIMAS, 


Pasinaudokime binomine eilute - aukščiau pateiktu funkcijos f(x) = (1+ x)" 


ginimo požymį: lim 1 (tai pirmoji nuostabioji riba, žr. 11 sk.), bet su 


skleidiniu. Šiuo atveju 71 = —1, todėl gauname: 
—l(—1-—1 —1(-1-—1)(-1—2 
aragi SB i l J FERE 
l+x 2! 3! 


=1=x +x =x +. (1) x" H. AO (-1) x". 
n=0 
Eilutė yra konverguojančioji (patikrinkite!), kai x €(—1;1). 


15.15 
Išskleiskite funkciją f(x)= In(1+x) Teiloro eilute taško 
=0 aplinkoje. 
1515 0 E 
SPRENDIMAS 


Tai tas pats, kaip pareikalauti, kad funkcija f(x)= In(1+ x) būtų išreikšta 
Makloreno eilute. Atsakymas ir vienas sprendimo būdas jau parodyti (žr. 
15.13 užduotį), bet dabar tai padarysime kitaip. 

Imkime 15.14 užduoties eilutę ir integruokime ją panariui (yra įrodyta, kad 
taip galima daryti): 
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x dx X x xX A x P 
=|1dx—- | xdx+ | x“dx+...+ | (—1) x"dx+... 
Atkreipkite dėmesį į „gudriai“ pasirinktus integralų rėžius! 
2 3 
Ada 
ln(1+x)=x- >+- +.. 
( ) 23 


15.16 

Išveskite Niutono binomo formulę. UŽDUOTIS 
15.16 

SPRENDIMAS 


Paeksperimentuokime. Pasirinkime m = 2 ir užrašykime binominę eilutę: 


2(2-1 5 — 
(2-1) >, 20-ta 

2! 3! 
Žiūrėkite, ne tik ketvirtasis, bet ir visi tolesnieji eilutės nariai lygūs nuliui! 

(1157 =1+2x +x. 
Kažkur matyta, tiesa? 
Dar kartą pabandykime su m = 4: 
4(4—1) , 4(4-1)(4-2 
(4-1) e 44-004 -2) s 
2! 3! 


(1+x) =1+2x+ +a 


(1+x) =1+4x+ 
4(4—1)(4—2)(4—3) 
A 

(1+-x) =1+4x+6x7 +4? +x". 


xt +0... 


Dabar jau neabejojate, kad kai m yra natūralusis skaičius, iš eilutės gauname 
baigtinę sumą, formulę. 

Liko keletas smulkmenų. (+x)” galima išreikšti eilute tik tada, kai 
x€(-1;1). Ką daryti, jeigu norime gauti (a +b)” formulę? 

Vargu ar prireiks formulės, jei a = b. Vadinasi, arba a > b, arba a < b. Jokio 
skirtumo, dėmenis galime sukeisti vietomis, todėl tarkime, kad a>b ir 
iškelkime a prieš skliaustus: 


(a+b) =a” +2). 


Dabar — <1 ir galime užrašyti formulę: 


asa pemë RT) „menai, 
„Mas 
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Pažymėkime: 
Cx Mm- Us (m-k+) m! 
k! "k(m-k)!- 


Tai derinių skaičiaus (skaitoma: „C iš m po k“) formulė. Dar keletas veiksmų ir 
gauname Niutono binomo formulę: 


2 m 
(a+b) =a" +) + CB) |- 
a a a 


al iela tel a 


Štai kelios svarbios ir įdomios binominių koeficientų savybės: 


Q=, Paer. 


Binominių koeficientų (Paskalio) trikampis: 


1 20 = 
1 2 | 22—4 
y at «+, 4 3 
M 33 1 =$ 
a do S S 2 =16 
+ + + + 
1 “M 0 5 1 2 =32 
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Ėė = EE udaa 15.17 
Funkciją f(x)=arcctg x išreikškite Makloreno 


eilute. 
15.17 
SPRENDIMAS 


E 
Iš pradžių išreikškime eilute funkciją J (*)= PE . Vėl (žr. 15.14 užduotį) 


pasinaudokime binomine eilute (m = —1, vietoj x įrašome x): 
1 
— =l- r txr Hi I... 
1+ x’ 


Integruojame panariui: 


dx 
o -fa -fedet 


0 

L č x na x 

arcctg x =x- 2+2- +. H —— 
3 5 7 


Ši eilutė konverguoja, kai x €|-1; 1]. 
Tarkime, x=1: 


1 1 T 1 1 
arcctg 1=1——4—-... —=1--;+--.. 

3 3 4 32. 3 
pilis as o 

57 9 


Štai jums būdas apytiksliai apskaičiuoti m reikšmę! 


S eieiei (S 


Denis Guedj romane apie matematiką „Papūgos teorema“ pateikia dar kelias 
eilutes skaičiui 7 apskaičiuoti: 


r 1 1 1 T. l1 1 1 1 
—=—+—1—— +.. =1+—-+—-1+—4.. +7 +. 
8 13 57 941 6 4 9 16 


Pastebėkite, kad šios eilutės konverguoja kur kas sparčiau už mūsų gautąją, 
t.y. prireiks mažiau dėmenų norint gauti m reikšmę norimu tikslumu, bet 
mūsų eilutė yra alteruojančioji, todėl lengviau įvertinti skaičiavimų tikslu- 
mą. 

D. Guedj knygoje pateikiama ir tokia Valio (Wallis) formulė skaičiui 7 ap- 
skaičiuoti: 

m (2-2)-(4-4)-(6-6)... 

27 EIGHE 

Bet tai ne eilutė! 


15. EILUTĖS 


(JC) Joeeoe0e00002 


Tai, kas atsitiko kartą, gali nebeatsitikti niekuomet. Tačiau tai, kas atsitiko du 
kartus, tikriausiai pasikartos ir trečiąjį. 


Arabų patarlė (Paulo Coelho. „Alchemikas“) 


(OC)C)eoeoeoe0e009 


15.18 psi 
užDuUoOTiIs/ Apskaičiuokite f SMY ir. Paklaida neturi viršyti 0,001. 
x 
0,1 
15.18 
SPRENDIMAS 


Integralas yra iš „nesuintegruojamųjų“ klasės (žr. 13 skyrių), bet apytiks- 
liai apskaičiuoti jo reikšmę pasinaudojant eilute - vieni niekai: 


B. 
1 sinx 1 "=i a svs 
f — dx = f ——=> ~ dx = latrodo, kad 3-jų eilutės narių pakaks} = 
x x 
0,1 0,1 
1 2 4 3 5 0.1 5 
sI ag se- E E E E L LS 
i 6 120 18 600); 18 600 18 600 


=|atmetame du paskutinius dėmenis kaip nereikšmingus} = 0,846. 


Raskite diferencialinės lygties y“ = x*y sprendinio 
UŽDUOTIS/ „_ "a . -y= 
y= f(x), tenkinančio pradines sąlygas y(0)= y (0)=1, 


eilutės pirmuosius narius. 


15.19 
SPRENDIMAS 


17 skyriaus pabaigoje rasite panašų uždavinį (17.22 užduotis), išspręstą kitu 
būdu. Dabar spręsime tiesiog skaičiuodami Teiloro eilutės koeficientus. 


f(0)=1 -pradinė sąlyga; 
f'(0)=1 -pradinė sąlyga; 
f"(0)=0 - gauname iš lygties, įrašę x = 0. 
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15. EILUTĖS ) 


Diferencijuojame abi lygties puses: 
y" E 2xy Pay 


Įrašę x =0, gauname f 


m 


(0)=0. Kartojame diferencijavimo procesą: 
IV) =2y +2xy'+ Day Lay"; 
kai x=0, >= L tai y™” = f™(0)=2. 


2.,mM 


y” = 2y Ay 49) Kay" 

*=0, y'=L, todėl f (0)=6. 
Užrašykime sprendinio - eilutės pradžią: 

1 0 0 2 6 „24 
y=14—x514—x71—X 1-1 1-4 = 1111-14... 

1! 2! 3! 4! šį“ 12 20 
Suraskite bendrąjį šios eilutės narį. Tai įdomu! 


si 6655 buu) 


Įrodykime, kad skaičius e yra iracionalusis. Jei e būtų 


n E 
racionalusis, tai galėtume užrašyti = —, m, n— sveikieji skaičiai. Tuo 
A m 
atveju būtų: m 


Išskleiskime 2 eilute: 
e | S S 


e L -2k GI 
Tai alternuojančioji eilutė, todėl paklaida eilutės sumą pakeičiant daline n 


narių suma S(n) į i a kr iš atmetamųjų narių modulio: 


0<|!-5(1)=|-s(1) < 


1 

(n+1)! 
Padauginę šią ias iš n!, gauname: 

0<|m-(n-1)! L Li Žae+ Ani m 

1! 2! 3! n! n+1 

m-(n—1)!- sveikasis skaičius (ar abejojate?); iš jo atimamas irgi sveikasis 
skaičius (ar matote?). Dviejų sveikųjų skaičių skirtumas yra sveikasis skaičius. 
xi. 


< 


n+1 
Bet juk tarp nulio ir vieneto nėra jokio sveikojo skaičiaus! Gavom prieš- 
taravimą, todėl e — iracionalusis skaičius. 


( 15. EILUTES 


Įrodysime, kad In2=0. 


Užrašykime In2 eilutę: 
ln2=1 U ER AR 
2 3 4 56 7 
Sugrupuokime eilutės narius: 
L, 4.4 j PE: UE | 
In2=|14+—+—+1—..|-|- +>—+—-4—-...l. 
3 5 7 
Pridėkime ir atimkime antruose skliausteliuose užrašytą reiškinį: 


In2= paisė k + Friii J- 2. [+i PEA al 
35-12 2 4 6 8 > 4 6 8 
Išrikiuokime pirmųjų dviejų reiškinių narius eilute ir padauginkime iš 2 trečiojo 
reiškinio narius: 
1 dt 1 | 
+ 5 sols 


In2= žaista isl). 424 4 
2 344517. 2 3 
Taigi In2= 0. 


(OO) )oeeee0000000 


gi -a 
lygiagrečios... GEINS 


(JC) Joeeee0e000608 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR 
INTEGRALAI 


Tarkime, kad funkcija f(x) yra tokia, jog f | f (x)dx <œ, intervale |- 7; 7] 


yra (jei apskritai yra) tik baigtinis skaičius funkcijos f(x) pirmo tipo trūkio 
taškų, funkcija yra periodinė, T = 27. Tokiu atveju 


f(x)= a, coskx + b, sinkx), 


e Jis a => [ri x)coskx dx, n= JIO )sin kx dx. 


Sakoma, kad funkcijai fx) sudaryta Furjė eilutė ortogonalios funkcijų sistemos 
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos3x, ... atžvilgiu. i 


Įrodykite, kad funkcijos g(x) =sinx ir 


(x)= cos2x intervale [-r; n] yra ortogonalios. 


' 16.1 
= SPRENDIMAS 


Funkcijos yra ortogonalios, jei: 
Įstreb)=o 


r. Lp, ; 
SAE TEN 


= 


T T 


= 0. 


ai 


= Z (=cos3x) 


1 
+— cosx 
2 


— 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


16. 
Periodinė (T=2r7) funkcija f(x) intervale [-r; n] yra 


f(x)=x. Išskleiskite funkciją Furjė eilute. 
16.2 


Apskaičiuojame eilutės koeficientus a¿, a, ir b, : 


7 2 |7 
Jia 2T 


— 


u=X, du = dx 


a, =+ f xcoskr dx= E, = 
TY dv = cos kx dx, y= 


2 Ž sin kx -1 [sin kėde EL 0+ 2 coskx| |=0; 
T|k a A T k“ pE 
u=X, du = dx 


b, => f xsinkx dr = | i 2 
TY dv = sin kx dx, pan 0 


x “ „11 1 l 
„ženkli +i Jesmar- =- teosten J eostn +0- 


— gs kr. 
k 


Pastebėkime, kad visai be reikalo skaičiavome a, ir a, : funkcija f(x) yra ne- 

lyginė, funkcija g(x)=coskx - lyginė, todėl (x)= xcoskx - nelyginė, o 

nelyginių funkcijų integralai su simetriniais rėžiais visada lygūs nuliui. Skai- 

čiavome tik todėl, kad patys įsitikintumėte tokių skaičiavimų beprasmiškumu 
ir tvirtai įsidėmėtume: 

- nelyginių funkcijų Furjė eilučių koeficientai a, = O ir a, = O; 

— lyginių funkcijų Furjė eilučių koeficientai b, = 0. Tik nepamirškite, kad 
dar yra nei lyginės, nei nelyginės funkcijos! Bendruoju atveju jų visi 
koeficientai a), a, ir b, nelygūs nuliui, bet nenuostabu, jei kurie nors ir 
lygūs nuliui! 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


Užrašykime duotosios funkcijos Furjė eilutę: 
f(x)= 2sinx -sin2x + sin 3x— Žsin 4x + —... = 5 = i Z sink. 
Pabandykite kompiuteriu nubraižyti funkcijos 

f, (x) = 2sinx —sin2x ignas 


grafiką. Palyginę jį su duotosios fukcijos grafiku, suprastumėte skleidinio 
Furjė eilute esmę: vis aukštesnio ir aukštesnio dažnio, bet mažesnės ampli- 
tudės harmonikomis (sinusoidėmis ir kosinoidėmis) pirmojo eilutės nario 
„ruošinys“ keičiamas („šlifuojamas“, papildomas) taip, kad grafikas vis la- 
biau k i duotosios funkcijos grafiką. 


Jei funkcijos f(x) periodas yra T = 2/, tai jos Furjė eilutė ir koeficientai už- 


rašomi taip: 
a 8 a, ss Zip, sin #22] 
1 E krx i krx 
-ijra a e ast a b, =3 f fin Za 


Išskleiskite Furjė eilute funkciją, kurios grafikas pa- 
rodytas šiame paveikslėlyje: UZDUOTIS 
fæ) 


T-=4, I-=2. 
į Į 
a, = jS Od =i So nes funkcija f(x) yra lyginė. 
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( 16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


Vėl darbas perniek! Galėjome pastebėti, kad funkcija neturi „nuolatinės de- 
damosios“ (grafiko ribojami plotai virš x ašies lygūs plotams, esantiems že- 


F vi O : a 3 5 S A ; 
miau x ašies), o Furjė eilutėse dėmuo E dėl to ir atskirtas nuo kitų dėmenų, 


kad tai ne harmonika (jei norite - nulinio dažnio harmonika), o konstanta, 
„nuolatinė dedamoji“. 


Skaičiuojame a, : 


2 k 
a, =2 f f(x)cos =ar = cs TI k= 
Į l 
2 krx} 2 krx 4 . kr 
= —sin——| ——sin——| = —sin— 
kr 2 l kr 2 | kr 2 
Nesunku pastebėti, kad su lyginėmis k reikšmėmis a, = 0. Užrašome Furjė 
eilutę: 
Kid — a P ME a = 
2 2 T 2 


Jei intervale |a; b] duota neperiodinė funkcija, tai ją visada galima „perio- 
diškai pratęsti“, t.y. sukurti tokią periodinę funkciją, kuri intervale [a; b] 
sutaptų su duotąja funkcija. Sudarę gautosios periodinės funkcijos Furjė 
eilutę, turėsime ir duotosios funkcijos Furjė eilutę. 

Pastebėkite, kad yra be galo daug būdų „periodiškai pratęsti“ neperiodinę 
funkciją, bet kažkodėl daugeliui studentų šis paprastutis uždavinėlis yra 
neįveikiamas! 

Žinoma, jei tik įmanoma, reikia kurti nelyginę (tai geriausia) arba lyginę 
periodinę funkciją, nes tada nereikės skaičiuoti lygių nuliui Furjė eilutės 
koeficientų. Tik nepamanykte, kad visada įmanoma sukurti norimo periodo 
ir lyginumo funkciją! 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


Intervale [b 2] duota funkcija f(x)=x—1. Suda- 
rykite šešias skirtingas periodines funkcijas, kurių UŽDUOTIS 


Furjė eilutės tiktų duotajai funkcijai. 164 
———" 


Nubrėžkime duotosios funkcijos ir reikalaujamų funkcijų grafikus (T- 
periodas): 
i Mas 


I 

l 

l 

ine elyginė f-ja, 
T=1 


X 


lyginė f-ja, 
=2 


X 


l 
| 
l 
nelyginė f-ja, 


L= 2 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


16.5 Intervale |0; 1| duota funkcij = x’. Sudarykite j 
ale [0; ] uota fun cija f(x) X udarykite jos 


Furjė eilutę iš kosinusų. Pasinaudodami duotąja eilute, 


apskaičiuokite eilutės S sumą. 


16.5 kN 
SPRENDIMAS 


Sudarykime lyginę perone funkciją, sutampančią su f(x): 
x 


Apskaičiuojame sudarytosios Furjė eilutės koeficientus a ira, (b, =0): 
1 


1 3 
Ė 2 
a,=2[dx=2-2 = 
A AE 
u=x°, du = 2x dx 
a, =2 f x? coskrx dr = 1. = 
A dv = coskrx dx, v = — sin krx 
kr 
2 l 1 1 
=24Ž sinkrx -Z f xsinkrx dx =- f xsinkrx de= 
kr o krts ką 
u=xX, du = dx 
= dv = sin krx dx, EREE i 
kr 
1 1 
=— T coskrx + f coskrx dr = —— cos kr. 
kr | kr o krs “r. 
1 4 1 1 
K()=1+Ž|-e0s11+ 2005 2rx -pcos aa +] 
3 T 3“ 
1 47 k 
=—1+— —1) -—coskax. 
3 T 2 ) 2 
Įrašykime į gautąją lygybę x =: 
1 47 k 1 
0)=0; 0==+—)[-1) =, 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


LGS55555555555 bumas 


Intervale [2; 3| duota funkcija f(x)=sin x. 
UZDUOTIS 


Sudarykite jos Furjė eilutę. 


Atsakymas: f, (x)= sinx. Gi niekas nedraudžia duotąją fukciją „periodiškai 


pratęsti“ taip, kad ji ne tik intervale [2; 3], bet ir visur būtų sinusoidė. O ko 
norėti iš sinusoidės? Juk ji ir yra viena Furjė eilutės harmonika, o kitų nei 
reikia, nei galima gauti formaliai skleidžiant eilute. Įsitikinkite. 


Intervale [-r; 3] duota funkcija f (x)=5 
UZDUOTIS 


Sudarykite jos Furjė eilutę. 


Atsakymas: f, (x) = 5. Tai vienintelis eilutės narys - nuolatinė dedamoji, nes 


duotąją atkarpą mintyse pratęsėme į abi puses iki begalybės. Iš kur paimsi 
harmonikas, jei grafikas tiesus kaip styga? 


OT TUI TT ITT TIT TIT TIT TT ITT II 


Intervale 0 z] duota funkcija f (x)= sinx. 16.8 
2 


Raskite jos Furjė eilutės koeficientą prie nario 


cos6x, jei T =7T. 
SPRENDIMAS 


Galėtume duotąją funkciją „periodiškai pratęsti“ kaip f, (x) =sinx (žr. pav.), 
bet tokiu atveju f, (x) =sinx ir būtų visa „eilutė“ (žr. 16.6 užduotį), todėl 
nebūtų nario su COS6X. 


Narys su cos6x gali būti tik lyginės arba nei lyginės, nei nelyginės funkci- 
jos Furjė eilutėje. Sąlygoje nenurodyta, kaip būtent reikia „periodiškai pra- 
tęsti“ duotąją funkciją, todėl uždavinys turi be galo daug sprendinių. Raski- 
me vieną iš jų, pasirinkę tokią lyginę periodinę funkciją: 
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( 16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


AL) 


Narys su cos6x gaunamas, kai eilutės nario numeris k =3: 


3TX 
C0S—— = COS6x. 
T 


Vadinasi, reikia apskaičiuoti: 2 


(sin7x —sin5x) dx = 


3 jn 
—la 


z 
2 
4r. 
a, =Z f sinx-cos6x dx = 
u 0 


ni= o 


== Z(-Leos7x i eos5x) 
T. 7 5 


© 


Vienas periodinės (T = 2r) funkcijos periodas aprašomas 
UŽDUOTIS/ taip: L Si 


ON 0<x<x. 


o Užrašykite funkcijos Furjė eilutę kompleksine forma. 
dos) a A 


Furjė eilutė kompleksine forma užrašoma taip: 


krx „krx 


oo i 1 j -i= 
f()= Ge 7, QST Ta, TA 
"= 214 i 
Šiuo atveju /= 7. Pastebėkime, kad integruojant periodinę funkciją 
(T = 21) kartais praverčia tokia savybė: 

l a prl 

f = | = | , čia p- bet koks skaičius. 

-l 0 P 
Tai reiškia, kad integruoti „per periodą“ galima pradedant nuo bet kurios 
vietos. 


-T 0 T 21 31 X 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI ) 


Žinodami, kad patogu skaičiuoti, kai integralo rėžis yra nulis, koeficientus 
C, skaičiuojame taip: 


Cs Pile ira ijra + freh = 
T —T 0 


0 


„ ik 21 
Pastebime, kad su lyginėmis k reikšmėmis C, =0, o su nelyginėmis 
reikšmėmis gauname: 


1 [2i 4i i 
Cy Ž——1 ——1 57 ——+4, 
21 | E k | kr 
Koeficientą C, reikia apskaičiuoti atskirai: 


C, 2 [ras -ije aJa- 


Užrašykime kelis eilutės narius (k =—3,— 1,0,1, 3) : 


|- Hia- coskr)-+ 2 (eoska 1), 


E E E a S B 
f(x)=.—e0*——0* + Z-—e" -—0"" =Ssinx. 
3T T 2. T 3T T 
Sugrupavę „panašius“ narius, galime gauti įprastas harmonikas, pavyzdžiui: 
ę 
grup P 8 8 p pavy 
E E 2 
x|)=—e"—-—-e" =— | ————-|=—sinx. 
1 
T T T 2i T 


Raskite funkcijos f (x) =e““, x>0 kosinusinę Jonė 


transformaciją. 16.10 
SPRENDIMAS 


Lyginės funkcijos kosinusinė transformacija apibrėžiama tokiomis formu- 


lėmis: | 2 AB 25 
= | 2 dw, F. (w)= <f f (t)cosut dt. 
T 


Apskaičiuojame F, (w 
= E [e = cosut dt. 


Integruojant dalimis, nesunku išvesti tokią formulę: 


[er cosm dx = (nsinnx + mcosnx) + C. 


m 4 


m +n? 


Taigi šiuo atveju 


2| e” . 
E (w)=,|—- =(wsinwt — 2coswt) 


T(4+W 
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16. FURJĖ EILUTĖS IR INTEGRALAI 


tœ COSWUX 


l IZ 


„Apsukę“ gautąjį rezultatą, turime tam tikrą integravimo A (Laplaso 
integralą): 


=CO0SwWx dw =4 fme 


+œ COSWX E 
1 —z—dwu=—-e . 
0 Aa +w 20 


Sudarykite funkcijos f(x)= 3, kai S 

UŽDUOTIS 0, kai |x| >1 
TEF amplitudinį ir fazinį spektrą. 

a ——— 


Neperiodinę funkciją f(x) galima išreikšti Furjė integralu: 


a Lj F(ujedw, F(o)= | f(x) dt. 


F(w)| - amplitudinis 


F(w) yra spektrinio tankio funkcija (spektras), 
spektras, p(w)= Bi (w) - fazinis spektras. 
1 


-i 3 =i 
Šiuo atveju F (w 3e "dt = ->e "" 
iw 


aa "r A gaoa 6. 
Su kiekviena w reikšme F(w) yra realusis skaičius ir |F (w) = sin ; 
w 


Kai F(w) >0, tai pw) =Q, o kai F(w) <0, tai lw) =—T, nes neigiamo 


realiojo skaičiaus argumentas (kampas) kompleksinėje plokštumoje yra T 
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17. DIFERENCIALINĖS 
LYGTYS 


Laikykitės principo: „Atpažinsiu ir įveiksiu“. 

Yra įvairiausių tipų diferencialinių lygčių, kai kurių tipų neįveikia net profe- 
sionalai, tačiau bendrojo kurso vadovėliuose nagrinėjamos tik kelių tipų lyg- 
tys. Užtenka atpažinti lygties tipą ir sprendimas - kaip ant delno! 
Pateikiame šiame skyriuje apžvelgiamų lygčių schemą. Laužtiniuose skliaus- 
tuose nurodytas sprendimo raktas. 


1. I eilės diferencialinės lygtys; 
1.1. Lygtys su atskiriamais (atskirtais) kintamaisiais 


[atskirti, integruoti]; 
1.2. Homogeninės lygtys 
P(x, y)dx+ Q(x, y)dy =0; 
P(tx,ty) = abs y), O(rx,ty) = "O(x, y); 
[y = ux]; 
1.3. Tiesinės lygtys 
/ 
Y + Plx)y= (x); 
[y =w]; 
1.4. Bernulio lygtys 
/ m 
y +P(x)y=O(x)- y"; 
[z 17 =w]. 
2. II eilės diferencialinės lygtys; 
2.1. Atskiri atvejai: 


a) jei y= f) tai [integruoti]; 
b) jei F(x;y';y")=0, tai [y" =u(x), y" = u'l; 
d 
VRA F 
2.2. Tiesinės lygtys y"+ f (x)y'+ fa (x)y= f (x). 
2.2.1. Homogeninės lygtys 
Y + f(E) + f(x) y =0; 


c) jei Flysy';y")=0, tai |y'= p(y). y . 


„Jitė 
y = Oy + G = X | al. 
Ii 
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( 17. DIFERENCIALINĖS LYGTYS 
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2.2.1.1. Homogeninės lygtys su pastoviais koeficientais 
ay ay +ay =0; 


a) „Jis 
Y = ONTO V Tr ; 


b) charakteringoji lygtis 
a,k' + ak + a, = 0; 
k, = k,, y=Ce“" +C,e*"*; 
k =k,, y= (C, +xC,); 
k; =aiß, y=a™ (C cos 8x + C, sin 8x); 
2.2.2. Nehomogeninės lygtys 
y" + f (x)y' + Jo(a)y= f(x); 
a) [y= y" +y, 
y*— homogeninės lygties sprendinys, |; 
y — atskirasis sprendinys, 
b) konstantų varijavimo metodas 
Ci(x) y» + C. (x) y, =0, 
UC (x)Y +C (x) y, = f (x); i 
2.2.2.1. Nehomogeninės lygtys su pastoviais koeficientais 


ay" +ay' +a y= f(x); 


a) |y=Y +3, 

y*— homogeninės lygties sprendinys, |; 

y — atskirasis sprendinys, 

b) konstantų varijavimo metodas 

| Ci(x)y +C, (x a =0, 

UC (x) yi + Ca (x)Y2 = f (x); 

c) |jei f(5)=6“+B(x), tai y= x"e™-Q,(x); 
jei f (x)= e™( P (x)cos 83x+ 0,(x )sin 8x), 
tai y=x'- e“ (U „(x)cos 8x+V, (x )sin 8x); 


17. DIFERENCIALINĖS LYGTYS) 
3. Aukštesnių eilių diferencialinės lygtys; 


3.1. y” (x) = f (x) pavidalo lygtys; 
[n kartų integruoti, kaskart atskiriant kintamuosius]. 


3.2. Homogeninės lygtys su pastoviais koeficientais 
a y“) nA a. y" db ay = 0; 
sprendinys - iš charakteringosios lygties 
ak” +a, k"'+..+0, =0 i 
4. Diferencialinių lygčių sistemos 
4.1. Normalios sistemos 


V = f(X Yis- Yn )» 
y =f, AA 


AA 
[sudaryti ir išspręsti n - tos eilės diferencialinę lygtį. 
4.2. Tiesinių lygčių su pastoviais koeficientais sistemos 
I = 437, + 0725 
Y2 = AJ + 25. 
sprendinys - iš charakteringosios lygties 
a,-k a 


12 


=() 


Įrodysime, kad 2-1. 


Žinome, kad x“ išvestinė yra 2x. Užrašykime x“ kaip 
sumą „Xx kartų po x“: x =x+x+...+x (x dėmenų). 
Apskaičiuokime abiejų pusių išvestines: 


/ 
(x) =1+1+...+1=x 
Taigi 2x= x, todėl 2=1. 


UN d alid ald aid aL NN d ad A A AA A aa A MAA AA AA AA AA AA A A A A mT d A 
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Dažniausiai pateikiant diferencialinę lygtį (sistemą) prašoma vieno iš dviejų: 
rasti lygties bendrąjį sprendinį (n-tos eilės lygties bendrajame sprendinyje yra 
n neapibrėžtų konstantų) arba atskirąjį sprendinį (išspręsti Koši uždavinį), ku- 
riam tinka duotosios pradinės sąlygos. 

Išspręsime po vieną lygtį iš 14 schemoje paminėtų lygčių tipų. 


17.1 ; | | 
Išspręskite lygtį: y'= Z 


17.1 
SPRENDIMAS 


Ši lygtis yra ir 1, ir 2, ir 3 tipo, todėl ir išspręsime ją trimis būdais. 


l būdas 


x 5 
d dx 
[Z-=[Z<c, 
y x 
In|y|= In|x| + C. 
Pastebėkime, kad konstanta C gali įgyti bet kokią reikšmę, todėl niekas 


nepasikeis, jei vietoj jos parašysime In|C|, sutarę, kad C =0. Keisdami C, 
iš logaritmo irgi gausime bet kokią reikšmę. 


Principas 

Keičiant konstantų „formą“, dažnai galima supaprastinti diferencialinės lyg- 
ties sprendinį. Kartais taip sunku suprasti, kad sprendėjas manipuliavo kon- 
stantomis... 


In|y|= In|x| + In|C 
= Cr. 


(Cia turėsite vargo išsiaiškindami, kur „dingo“ moduliai...) 


II būdas 


y= Uu, 
y'=u'x +u; — tai keitinys homogeninei lygčiai spręsti. 
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u'=0, 
u=C; 
y = Cx. 
Kaip atpažinti, kad ši lygtis homogeninė? Vienas būdas parodytas schemoje: 


227 (šiuo atveju k= 0). 

K X 

Kitas neformalus požymis toks: jei kiekviena raidė y turi savo „porą“ x ir 
visos poros sudaro santykius (y „guli“ virš x arba atvirkščiai) - lygtis ho- 


mogeninė. 


III būdas 


Lygtis yra tiesinė (žr. bendrą pavidalą schemoje: P(x)= = O(x)=0), to- 
x 


dėl naudojame keitinį: 


y=uv, y'=u'v+uv!; 
j „UV 
uv+uv = —, 

X 


uv ay 2 =(); (>) 
x 


uirv yra kol kas neapibrėžtos funkcijos, todėl vieną iš jų galime pasirinkti 
pageidaujamą (nelygią nuliui), o kita vėliau „prisitaikys“ taip, kad sandau- 
ga u-v būtų lygties sprendinys. 
Tegu funkcija v yra tokia, kad v' -Ë =0. 
x 

Tai lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Išspręsime ją, surasdami ne bendrąjį 
sprendinį, o vieną atskirąjį sprendinį, t.y. laisvai pasirinkdami konkrečią ben- 
drojo sprendinio konstantos reikšmę (paprastai ji lygi 0). 

dv v 


Įrašę gautąją reikšmę į (*) lygtį, baigiame spręsti: 


/ 


ux=0, 
u'=0, 
w= G; 
y= Cx. 
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17.2 
Išspręskite Koši uždavinį: y +x=x,  y(0)=1. 


17.2 
SPRENDIMAS 


Tai pirmos eilės tiesinė lygtis (1.3) ir pradinė sąlyga. 

y=uv, y'=u'v+uv'; 

u'v +uv' + xuv =x, 

uv + u(v' + xv) = X; 
Įprasta schema: pasirinkti keitinį - įrašyti į lygtį - sugrupuoti narius - iškel- 
ti prieš skliaustus vieną kintamąjį — reiškinį skliaustuose prilyginti nuliui: 


v'+xv=0, a 
dv 
<=- f rd 
2 S 
Inp|=— 2, v=e 7; 


u= [eža a +C, 
u=e? +C; 
y= e? +Cle 2, 
y=1+Ce °. 


Gavome bendrąjį lygties sprendinį. Į jį įrašome pradinės sąlygos reikšmes ir 
surandame konstantos C reikšmę: 

1=1+ Ce’, 

C=0. 
Taigi y=1 yra lygties atskirasis sprendinys, kuriam tinka duotoji pradinė 
sąlyga. 
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/ 


Išspręskite lygtį: y TLR 
x y 


Tai Bernulio lygtis (1.4). Sprendžiame ją kaip tiesinę: 


17. DIFERENCIALINĖS LYGTYS 


173 
UŽDUOTIS 


17.3 
SPRENDIMAS, 


y=uv, y =u'v+uv', 


uv x 


uv+uv'-—=—, 
x 


/ 1 V 
u v+ujv —— 


fudu= f&+c, 


2 
# -x4C, 
2 


u =2x+C, 
u=/2x+C, 
y=x42x+C. 


Principas 


nes 2C vis tiek konstanta, 


(ar reikia minuso prieš šaknį?) 


Diferencialinėje lygtyje argumentas ir funkcija (x ir y) iš esmės yra lygiaver- 
čiai, todėl galima pasirinkti, kurios „raidės“ atžvilgiu formuoti ir spręsti Ži- 


nomo tipo lygtį. 


Išspręskite lygtį: 2xydx = x*dy — ydy. 


Pertvarkykime lygtį taip: 


2y% =x =y, 


dy dy 2y 2x 


174 
UZDUOTIS 
17.4 
SPRENDIMAS 
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Tai Bernulio diferencialinė lygtis „funkcijos“ x atžvilgiu. Sprendžiame ją 
kaip tiesinę: 


x=u-v, x =u'v+uv', 


1 „ UV 1 
uv+uv —-—=—-— 

2y 2uv 
Hrup Senh. 

2y 2uv 
pai, 

2y 
BEL P. 
dy 2y 
L 
v 2y 
2ln|v|= In|y|, 
v =y; v= Jy ; (o minusas prieš šaknį?) 
CE 
dy 2ufy 
fouau=-f2+c, 
y 
u =-—ln|y|+InC, w = as modulį „ignoruokime“. 
y 

xX =u v’, 


todėl galutinis atsakymas yra toks: 


r ENAA 


17.5 y è 2 r 
užpuortis) Išspręskite lygtį: y” = sinx. 
17.5 
SPRENDIMAS 


Tai antros eilės diferencialinės lygties atskiras atvejis (2.1. (a)). Spręsti gali- 
ma be jokių keitinių: 
/ 
L =sinX, 


[v= [sinxde+G, 
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y'=—cosx+C,, 
d 
= cosx +C, 

fay = f(-cosx+C,)dx+C,, 


y=-sinx +C,x +C;. 


/ 2 
, . „Yo X ini : ; 17.6 
Raskite lygties y = S + y sprendinį, kuriam tinka UŽDUOTIS 


. . š gr / LŽ 
pradinės sąlygos: y(2)=0, y'(2)=4. 
N 


Lygtyje nėra y, todėl tai schemoje nurodyto (2.1. (b)) tipo lygtis. Naudojame 
keitinį: u x? 
y=u, y!" =u’; = 
x u 
Gauname pirmos eilės Bernulio lygtį. Ją sprendžiame jau aptartu būdu (žr. 
17.4 uždavinį). 


u= pą, u= p4+ pą', 


p'a+ pd- =, 
x q 
2 
X 
patola -4-5 
x) pq 
q'-1=0, q=x; 
X 
/ x? 
PX--., 
px 
2 
| pdp= [adx+0, E =x+G; 


u=x ]2x+C,, y'=x42x+C,. 


Panaudodami vieną pradinę sąlygą, raskime konstantos C, reikšmę: 


4=2,/2-24C,, 
4=4+C, 
C, =0. 


Taigi y' = x/2x. Tai pirmos eilės lygtis su atskiriamais kintamaisiais. 
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ads, 
[= faxar xC,, 


5 

2 
y=J22 +C;, 

2 


ymar tC, 


Panaudodami antrąją sąlygą, randame konstantos C, reikšmę. 


2/2 2 z6 


Atsakymas: y = E a 


17.7 

Išspręskite lygtį: y“ — 2y' = 3x. 
17.7 

SPRENDIMAS, 


Tai ne tik 2.1(b) tipo lygtis, bet ir tiesinė nehomogeninė lygtis su pastoviais 
koeficientais (2.2.2.1), todėl be čia pateikiamo sprendimo, analogiško anks- 
tesnio (17.6) uždavinio sprendimui, netoliese rasite dar dviem būdais išspręstą 
šią lygtį - galėsite palyginti, kuris būdas geresnis. 

Atkreipkite dėmesį, kad keitiniams galima pasirinkti bet kokias raides (u, v, 
m, n,...), bet netinka rinktis konstantoms „rezervuotas“ raides (a, b, c, d,...). 


y" > 2y' = 3x, 

y'=p, y"=p'; 

p'—2p=3x — tai tiesinė lygtis (1.3). 
p=uv, 


u'v +uv' — 2uv = 3x; 


v'—2v=0, 
L 
dx 

w ag 
v 
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Inv= 2x, 

v=e“: 

u'e** = 3x; 

| du = f 3xe “dx + C,; integruosime dalimis: 
t=X, dt = dx 

dą=e “dx, g=-Le > 

= g +2 [e e 

2 2 

p=e“ Čao Jo +G} 
/ 3 3 2x 
=—>x—->+Ce™”, 

y 2 4 1 


TES +C,. 
4 4 2 


17.8 
Išspręskite lygtį: y”tgy=2y”. 
17.8 
SPRENDIMAS 


Lygtyje „nėra“ x (funkcijos y argumentas, be abejo, yra, bet jo nėra lygties 
užraše), todėl tai (2.1 (c)) tipo lygtis. 
Naudojame keitinį: 


In|p|= 2ln|siny|+1nC,, 
p=C sin’ y; 
y'=C, sin? y — tai lygtis su atskiriamais kintamaisiais. 
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s =C, sin’ y, 


I--[carxc, 


—ctgy=CX+C,, 
ctg y = Cx +C, - (kur dingo minusas?). 


17.9 {Z . . n 2x / 2y 
5 Išspręskite lygtį: — + = (). 
UŽDUOTIS prę ygt: y i y AR, 
17.9 
SPRENDIMAS 


Vieną lygties atskirąjį sprendinį lengva atspėti: y, = x. Antrajam sprendi- 
niui surasti naudosime (2.2.1.1 (a)) formulę: 
Akžšė e 
„=x*|————dx=x —dx= x —dr=x7—1. 
J J X J X“ J X“ 
Bendrasis sprendinys yra: 
y=Cx+C, (x -1). 


17.10 š i is: 
Išspręskite lygus: 
1) y +2y —3y=0; 


2) 4y” —4y'+y=0, y(0)=1, y'(0)=2; 


17.10 3) y Ay +y=0. 
SPRENDIMAS 


Visos lygtys yra antros eilės tiesinės homogeninės lygtys su pastoviais koe- 
ficientais. Jos sprendžiamos sudarant charakteringąsias lygtis (2.2.1.1 (b)). 
1) k'+2k-3=0, 
ka =—1+41+3=-1£2:k =1, k, =—3; 
y=Ce" +C,e™. 


2) 4k’ -4k +1=0, 


i Ažyi6-441 1. 
E. 2-4 2 
y= (C +xC;). 
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Tai lygties bendrasis sprendinys. Atskirąjį sprendinį rasime apskaičiavę y 
išvestinę ir AE lygčių SP ae 


Zaeni 7*0 e” 4 C, e™ 
1=e (C, B 


2-2 Ce +70C, -e° + C,e"; 


Atskirasis sprendinys, kuriam tinka duotosios pradinės sąlygos, yra toks: 


3 
e0** l ES `y 
Yim | 2 


3) k?’ +k+1=0, 


= e 05* J3 | 


C, cos 2x +C, AA 


Išspręskite lygtį: y“ — 2y’ = 3x. UžpUGsis 
17.11 
SPRENDIMAS 


Tikriausiai jau atpažinote, kad ši lygtis buvo išspręsta (žr. 17.7 užduotį). 


Dabar ją išspręsime dar dviem būdais (2.2.2.1): 1) sudarydami sprendinį 
y=y +y; 2) konstantų varijavimo (Lagranžo) metodu. 


l būdas 
Sprendžiame homogeninę lygtį, gautą atmetus laisvąjį narį: 
y'-2y'=0, 
k? —2k =0, 
k =0, k, =2; 
y =C, +0,e™ 


Laisvasis narys (3x) yra tokio pavidalo: 

f(x) S A P (x), a=0, n=l, t.y. 3x yra pirmos eilės dauginama- 
sis, o eksponentės nors ir nėra, bet ją reikia „matyti“. Pagal skyriaus pra- 
džioje pateiktą formulę atskirąjį sprendinį reikia parinkti tokio pavidalo: 

y=x(Ax + B). 
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Matote, taisyklė tokia: eksponentė iš laisvojo nario į atskirąjį sprendinį per- 
keliama tokia, kokia yra, o daugianaris perkeliamas ne toks, koks yra, o tik 
tos pačios eilės (su neapibrėžtais koeficientais). Daugiklis x atsirado todėl, kad 
viena charakteringosios lygties šaknis (k, =0) sutapo su eksponentės koe- 
ficientu (a = 0). Jei būtų sutapusios abi šaknys (k, = k, = a), būtume užra- 
šę X“, kitaip sakant, tuo atveju m = 2. 
Neapibrėžtuosius koeficientus A ir B rasime iš tapatybės, gautos įrašius spren- 
dinį y į pradinę lygtį: 

y'=24Ax+B, 

y” =2A; 

2A-4Ax-2B=3x. 
Koeficientai prie vienodų x laipsnių kairėje ir dešinėje tapatybės pusėje turi 
būti lygūs (tik tada tai bus tapatybė) — tai vienas iš jau minėto neapibrėžtųjų 
koeficientų radimo būdų: 


x :|[-44 =3, 
0J[24-2B=0 
pe: 
4 4 
v LA = ES 
r=] 4 
Bendrasis lygties sprendinys yra toks: 
y=C +C,e“ M Sy 
j 4 4 
II būdas 
Iš ankstesnio sprendimo panaudosime homogeninės lygties atskiruosius 
sprendinius: a 
»=l, y =e. 


Sprendžiant nehomogeninę lygtį konstantų varijavimo metodu, sudaroma 
ir išsprendžiama lygčių sistema: 

Pe +C, (x)y, =0, 

Ci(x)yi +C; (x)y; = f (x). 
Šiuo atveju sistema yra tokia: 

Elė =0, 

Pe =3x. 
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G(4)=-Ž fids+ G, Glx)=-2x +0, 


Gautąsias C, (x) ir C, (x) funkcijas įrašome į homogeninės lygties bendrąjį 
sprendinį vietoj atitinkamų konstantų („varijuojame (keičiame) konstan- 


tas“): 3 3 3 
= Lb s[e iee +C -a 
y. 4 l 4 8 2 
y=C +C,e“ e 2 
s 4 4 8 


Kodėl skiriasi pirmuoju ir antruoju būdu gauti atsakymai? Nesiskiria, 


konstantą -4 galima „paslėpti“ konstantoje C. 
Pastebėjote, kad spręsti konstantų varijavimo metodu sunkiau (reikia in- 


tegruoti...), tačiau nepamirškite, kad šis metodas yra universalesnis už ne- 
apibrėžtųjų koeficientų metodą. Išmokite, gali praversti. 


Sudarykite tiesinės nehomogeninės lygties su pasto- 
viais koeficientais atskirojo sprendimo y struktūrą, WŽDUOTIS 
jei lygties laisvasis narys yra 

f(x)= (x* + 2)sin 3x, 
o charakteringosios lygties šaknys yra 


k, =3i, k, = —3i. 
17.12 
SPRENDIMAS, 


Teisingai sudaryti y struktūrą yra svarbiausia ir sunkiausia šiuo metodu 
sprendžiant lygtis, todėl pasitreniruokime. 
Laisvasis narys yra tokio pavidalo: 


f(x)= e“ (P, (x)cos 8x +Q, (x)sin 3x), 
a=0, P (x)=0, m=2, ß8=3. 


Be to, charakteringosios lygties šaknys yra œ +ißĝ = +3i, todėl struktūroje 
y turi būti daugiklis x' = x, t.y. t=1. 
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Abu daugianariai (žr. schemą skyriaus pradžioje) turi būti antros eilės, nes 
r turi būti didesnis iš skaičių n ir m (šiuo atveju 1=0, m= 2 ). 
Atkreipkite dėmesį į tai, kad struktūroje y bus ir sinusas, ir kosinusas, 
nors laisvajame naryje yra tik sinusas. 

Taigi struktūra y yra tokia: 


y= x((Ax? + Bx+ C, )cos3x +(4,x? +Bx+ C,)sin3x). 


17.13 

Išspręskite lygtį: y“ — y= x —cosx. 
17.13 

SPRENDIMAS 


Išsprendžiame homogeninę lygtį: 
y" kp. y = 0, 
k*-1=0, k=l, k,=-l; 
y =Ge' +0,e™. 
Laisvojo nario f(x)=x—cosx viena schemoje nurodyta struktūra aprašy- 
ti nepavyks (pavyktų, jei būtų ne skirtumas, o sandauga). Atskirąjį sprendi- 
nį sudarysime kaip sumą atskirųjų sprendinių y, ir y,, parengtų pagal 
algebrinės sumos laisvuosius narius f (x)= x ir f„(x)=cosx (prieš kosinu- 
są yra nulinės eilės daugianaris (skaičius), todėl sudarant struktūrą visai 
nesvarbu, koks tai skaičius). 
y, = Ax + B - pirmos eilės daugianaris; 
y, = M cosx + N sinx - reikalingi du nulinės eilės daugianariai! 
y = Ax + B + M cosx + Nsinx, 
y = A- Msinx + Ncosx, 
y =— M cosx- Nsinx; 
Sudarome tapatybę: 
— M cosx — N sin x — Ax — B — M cos x — N sin x = x — cos x. 
Palyginame koeficientus prie vienodų reiškinių: 
cosx :||—-2M = —1, 


sinx:||-N =0, 
X: —A =l, 
x: ||-B=0. 


A=-1, B=0, M=4, N =0. 
5 1 
Taigi nehomogeninės lygties atskirasis sprendinys yra Y = —X +- cosx, o 


x 


lygties bendrasis sprendinys yra y =C,e* +C,e™* —x+ 70 x. 
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Išspręskite Koši uždavinį: 17.14 
yv) (x) = X, y(0) =2, UZŽDUOTIS 


sona aa tona 
SPRENDIMAS, 


Užduotis panaši į 17.5. Pastebėkime, kad pravartu „pakeliui“ surasti kon- 
stantų reikšmes, o ne iš pradžių rasti bendrąjį sprendinį, o paskui atskirąjį. 
Sprendžiame lygtį, kuri schemoje pažymėta 3.1 numeriu. 


0=0+€C, CG =0. 


2 


M = a — liko tik trečios eilės diferencialinė lygtis; 
2 
Ja"- JZ-6+6 
3 
y = = +C;; 


3=0+C,, C,=3 
3 


y= = +3; — jau tik antros eilės lygtis; 


[av = fE dsf tC, 


xí 

/ 

=—+31+C; 
y 24 3 

0=0+C;, C,=0. 


y'= — 4+3x; — pagaliau — pirmos eilės lygtis; 
4 
X 
dy= |g 43] rd +, 
£ „Šš 
=—+—=X TC 
do Ž 
2A=01-6j) Gp =2 
5 
T —-A 45, 
120 2 
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17.15 
Išspręskite lygtį: y” —3y'— 2y=0. 


17.15 
SPRENDIMAS 
Tai trečios eilės tiesinė homogeninė lygtis su pastoviais koeficientais (3.2). 
Sudarome ir išsprendžiame charakteringąją lygtį: k? —3k —2=0. Vieną 
lygties šaknį k, = —1 galima atspėti. Padalijame: 


k*'-3k-2| k+1 
k+k  k'-k-2 


k -3k 
-k- k 
—-—z2 
“k2 
0 


Vadinasi, galima užrašyti taip: 
(k+1)(k* -k-2)=0. 
Randame likusias dvi lygties šaknis: 


k? -k-2=0, 
sai ias iii k, =2, k, =—1 
į 2 4 2.2 


Matome, kad dvi charakteringosios lygties šaknys yra vienodos, todėl dife- 
rencialinės lygties bendrasis sprendinys (žr. schemą (2.2.1.1 b)) yra toks: 


y=e*(C +xC,)+C,e". 


17.16 Išspręskite lygčių sistemą: 
UŽDUOTIS dy ) 
FB =y+2z+e*, 
17.16 
SPRENDIMAS 


Tai normalioji (4.1) lygčių sistema. Funkcijos y išraišką iš antrosios lygties 
įrašykime į pirmąją lygtį: 
Žy=ž—Z, 


dz 
— =2y42. 
S ja Ai 


/ 
y - ite. (*) 
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Diferencijuokime antrąją sistemos lygtį panariui ir „išskirkime“ y': 


z" = 2y' "A 


Įrašę šį rezultatą į (*), gausime antros eilės diferencialinę lygtį: 


Emi A LAS, 
2 Ž : 


z"-—22'-3Z= 2e". e 


Tai tiesinė nehomogeninė lygtis su pastoviais koeficientais. Išspręsime ją ne- 
apibrėžtųjų koeficientų metodu (žr. 17.11 užduotį). 

k’ -2k-3=0, 

k =3, k,=-, 

z =C e” +C,e™. 

Z=AÁe*, Z'=Ae*, Z"= Ae"; 

Ae* -2Ae" —3Ae* =2e", 

—-4A=2, A= a 

2 


1 
z=Ce*+C,e"* Ea 


Zz 
Kadangi iš sistemos antrosios lygties Y' = , tai apskaičiavę z’ lengvai 


rasime ir y: 
z'=3Ce*-Ce"* sg 
2 
1 3x -x 1 x 37 -x 1 x 3x -x 
= 3C,e*-C,e 2 —Ce*-C,e ms =e" -C 6". 


Pastebėkime, kad svarbiausia sprendimo idėja — sudaryti ir išspręsti diferen- 
cialinę lygtį (**) vienos funkcijos atžvilgiu. 


Atsakymas: y=C,e™ —C,e™, z=Ce“ +C,e™% aba 
y 1 2 | 2 2 
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17.17 š - čių si 
Išspręskite lygčių sistemą: 


dy 
— = 2 + Zs 
dx y 
d 
T =3y+4z. 
17.17 
SPRENDIMAS, 


Šio tipo uždaviniai schemoje pažymėti 4.2 numeriu. Užrašome ir išspren- 
džiame sistemos charakteringąją lygtį: 
2-k 1 k’ —6k+5=0, 
3 4-k k. =5, k,=1. 
Dabar su kiekviena charakteringosios lygties šaknimi reikia išspręsti homo- 
geninę lygčių sistemą: 
(a a k)a, +450; =0, 
aa +(a5 -k)a, =0. 


Išsprendę šią sistemą su k, = 5 reikšme, gausime koeficientus aj, ir œ, O 
su k, =1 - koeficientus a,, ir a,, (t.y. antrąją porą reikšmių). 
Sistemos bendrasis sprendinys užrašomas taip: 


y=Gaj€“* + Cae, 
z=C oje“ +a”. 
Taigi, kai k, = 5, tai 
(2-5), +a, =0 
30, +(4—5)a, =0, 
—30, +a, =0 
"i —@, =0 


a, = 3Q 
Pasirenkame (sistemos sprendinių aibė yra begalinė, todėl vieną reikšmę ga- 
lima pasirinkti) a, = 1, gauname a; = 3. 
Taigi pirmoji koeficientų pora yra tokia: 
Oo, =l, a, =3. 
Kai k, =1, gauname: 


(2-1), +a, =0 
30, +(4—1)a, =0, 
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Pasirenkame a, =1, gauname 0, = —1. Antroji koeficientų pora: 
“> =l, a,=1. 
Užrašome sistemos sprendinį: 


y=Ge*-C,e", 
z=3C,e* +C,e"*. 


Išspręskite lygčių sistemą: 


"17.18 
dx UZDUOTIS 
—=x— 3y, 
dt 
d 
T =3r+y. 17.18 


Ši užduotis panaši į 17.17 užduotį, tik kintamieji pažymėti kitomis raidėmis 
ir charakteringosios lygties šaknys (tuoj jas pamatysite) yra kompleksinės. 


ieke 3 F 
3 1-=-k 
k? —2k +10=0, 
k, ,=1+3i. 


Sprendžiame sistemą su k, =1+ 3i: 
(1—1-—3i)a, — 3a, 
3a, +(1—1—3i)a, 
3a, -3ia, =0, 


a = a. 


Pasirinkime a, =1, gauname a, =i. Pirmoji pora koeficientų: 
Qu =i Qy =l 

Sprendžiame sistemą su k, =1— 3i: 

(1—1+3i)a — 3a, =0, 

30, +(1—1+3i)a, = 0; 


3ia, — 30, = 0, 


a, = ių. 


Pasirinkime a, =1, gauname a, =i. Antroji pora koeficientų: 
æn =l, a, =L 
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Užrašome sistemos bendrąjį sprendinį: 


52 C, jel tÙ) HG el, 


(1+3i)t +6, ptT 


y=CQe 
Pertvarkykime šį sprendinį, panaudodami Oilerio formulę 
e“ =cosx+isinx: 
x = Gie (cos3t + isin3t) + Ce" (cos3t — isin3t), 
y= Ce" (cos3t + isin3t)+ Cie‘ (cos3t — isin3t); 
x=e' (cos3t(iC, +C,)+sin3t(—C, -iC;)), 


=e (cos3t(C, +iC;) +sin3r(iC, + C;)); 


t 


=e (C | cos3t — C, sin3t), 
(€ 


t 


y= (C, cos3t +C, sin3t). 


(OJCO)JC)eoeoe0e00000 


Kodėl skaičius e geresnis už m ? 

. e yra vienas garsas, 0 T - du. 

. e yra kompiuterio klaviatūroje, o T - nėra. 

. e galima vartoti ir nemokant graikų kalbos. 

. Ln m yra gremėzdiškas skaičius, o lne = 1. 

. e garsėja aukštojoje matematikoje, o m trinasi mokyklinėje geometrijoje. 


(OC) Joeoee0e000808 


(m LNR 


OLOO OOL OLOL OLOO OOOO OOOO O] 


Iki šiol visos šio skyriaus užduotys buvo panašios: duota lygtis, reikia ją 
išspręsti, pritaikant vieną iš schemoje nurodytų būdų. Dabar šiek tiek paro- 
dysime, kaip „gimsta“ diferencialinės lygtys, kokia yra bendrojo ir atskirojo 
sprendinio prasmė, kaip galima spręsti lygtis. 
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Jeigu per laiko intervalą At kūnas nukeliauja atstu- 
mą AS, tai vidutinį V greitį vertiname santykiu: 
=. AB 
V=—. 
At 
Momentinį greitį V gausime tada, kai laiko interva- 
las bus nykstamai mažas, t.y. At > 0: 
V= lim V= lim 2? = 9. 
At—>0 At—>0 At 
Trumpai sakoma taip: „Greitis yra kelio išvestinė“. 
Jei V =at ir a yra konstanta, tai kūnas juda tolygiai 
keisdamas greitį. Konstanta a reiškia pagreitį. Tarki- 
me, kad kūno pagreitis yra a=3m/s’. Koks buvo 
pradinis kūno greitis V, (laiko momentu t= 0), jei 
laiko momentu /= 6 kūnas buvo 72 m atstumu nuo 
pradinio taško? Nubrėžkime nueito kelio priklau- 


17.19 
UŽDUOTIS 


somybės nuo laiko grafiką. 
s) ETA 


V=3t+V», S(0)=0, S(6)=723; 100 


S'=3t+ V), 80 


fas= f3tdt+ f v⁄ar+c, ——— 


3 60 
S=50+hi+C; 
t=0: 0=04+C, C=0; 
t=6: 72=54+⁄-6, V,=3; 


40 


20 


s-2p +3t. 
2 


Matome, kad nueito kelio grafikas yra parabolė, kurios formą keičia du pa- 


rametrai: pagreitis ir pradinis greitis. 


Rezervuare maišomas cukraus tirpalas. Vienu vamz- 
džiu į rezervuarą kiekvieną minutę įteka po 5 litrus 
vandens, kitu vamzdžiu - išteka po 3 litrus tirpalo. 
Kiek cukraus rezervuare liks po pusvalandžio, jei 
proceso pradžioje rezervuare buvo 80 litrų tirpalo 
su 7 kilogramais ištirpusio cukraus? 


17.20 
UŽDUOTIS 
17.19 
SPRENDIMAS 


Pažymėkime bet kuriuo proceso momentu tł tirpale esančio cukraus kiekį x 
raide. Tirpalo kiekis rezervuare momentu t yra 80 + 5t — 3t = 80 + 2t litrų, o 


tirpalo koncentracija momentu t yra š 
80+21 


349 


( 17. DIFERENCIALINĖS LYGTYS 


Per nykstamai mažą laiko intervalą dt nuo momento t cukraus kiekis tirpale 
pasikeis dydžiu dx, kurį gauname tirpalo koncentraciją padauginę iš per 
laiko vienetą ištekančio, „nusinešančio“ cukrų tirpalo kiekio ir laiko inter- 


valo dt: > 


dx = — -3-dt. 
80+21 
Minusas sudarytoje diferencialinėje lygtyje parašytas dėl to, kad cukraus 
tirpale sumažėja, pokytis yra neigiamas. Išsprendžiame pirmos eilės 
diferencialinę lygtį su atskiriamais kintamaisiais ir panaudojame iš aprašo 
aiškią pradinę sąlygą: kai t = o tai. y=]: 


JZ- Ta G 
In|x|= -Žinįso +2t|+1InC, 


C 
y= 2 
(80 + 2t)2 
3 
E C=7-80?; 
802 
3 
 7-802 
g 3 
(80 + 2:)2 


Cukraus kiekis po 30 minučių bus x, : 


2 3 
.802 2 
= = = 7: PAi x3 (kilogramai). 
(80 + 2. 30)2 


140 
17.21 Raskite srovės kitimo dėsnį paro- y 
UŽDUOTIS/ dytoje grandinėje, kai prijungiama R 


nuolatinė T voltų įtampa. 


C 
17.21 
SPRENDIMAS L 


Fizikos arba elektrotechnikos specialistai jus išmokė, kad įtampos kritimas 
ias ; l rf, 
rezistoriuje R yra u„ = iR, kondensatoriuje C šis dydis yra uç = T | icdt, o 
L induktyvumo ritėje - u, = L^, Kadangi šiuo atveju srovė per konden- 
t 


satorių į- ir srovė per ritę i, yra tokia pat, kaip ir srovė i per rezistorių R, 
tai pagal Omo (Kirchofo) dėsnį galime užrašyti: 
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1 di 
T=Ri+— |id+L—. 
C J di 
Šią lygtį diferencijuokime panariui ir sukeiskime dėmenis vietomis: 
l 
Li"+Ri' + —i=0, 
C 
LCi”+RCi'+i=0. 


Tai antros eilės tiesinė homogeninė lygtis su pastoviais koeficientais (žr. 2.2.1.1 
(b) schemoje), kuri sprendžiama sudarant charakteringąją lygtį: 


LCk? + RCk +1=0, 


2 
E E 


2 
„AL 
2 
LSE E aN 
+ 2“ IRE 


Jei 4L < R?C, tai lygties šaknys bus realiosios ir diferencialinės lygties ben- 
drasis sprendinys bus dviejų eksponenčių, padaugintų iš konstantų, suma. 
Tai reiškia, kad prie tokios grandinės prijungus įtampą T, pereinamasis pro- 
cesas bus aperiodinis (be virpesių), eksponentiškai silpnėjanti srovė įkraus 
kondensatorių ir nebetekės. Tiesa, teoriškai pereinamasis procesas niekada 
nesibaigs (eksponentė, begalybės mistika!), bet praktiškai jis trunka mikro- 
sekundes, nanosekundes ir pan. 
Įdomiau, kai charakteringosios lygties šaknys yra kompleksinės. Imkime 
konkrečias R, L ir C reikšmes, bet nesirūpinkime, kad jos nėra tikroviškos 
(gal matėte vieno farado kondensatorių arba vieno henrio ritę?): 

R=1, L-=1, C=1. 

1, VI-4 —-1443i 
k,=--1———=—————. 
i 2 2 2 

Bendrasis lygties sprendinys yra toks: 


1 
į=e 2 (Ci cos V3t +C, sin V3:). 


Konstantų reikšmėms surasti reikia pradinių sąlygų. Viena iš jų aiški: 
i(0)=0, nes kokia bebūtų įtampa, pradiniu momentu dėl ritės induktyvu- 
mo srovė neteka. Kitą pradinę sąlygą gauname įvertinę tai, kad pradiniu 
momentu visa prijungta įtampa tenka ritei (kondensatorius neįkrautas, srovę 
„praleidžia“ laisvai, pradinė (nulinė) srovė nesukuria įtampos kritimo rezis- 
toriuje): ; 
i pa. i'(0)=—. 

dt L 
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Randame bendrojo sprendinio išvestinę ir, panaudodami pradines sąlygas, 
sudarome lygčių sistemą: 


1 
—-t 
= -Że 2 (c cos/31+C, cos 31) + 


1 
+e r (-43 C sin/31+ 43 C, cos/3:); 
0=G, 
T 1 


pA -a g 


T 
G= G= 
1 2 TT. B“ B’ 
T 2 
i=-——e 2 sin4/3t. 
NG 


Matome, kad lygties sprendinys rodo po įtampos prijungimo grandinėje at- 
sirandančius eksponentiškai gęstančius harmoninius (sinusinius) virpe- 
sius. 


) Išspreskite Koši uždavinį: y”—xy=0, y(0)=0, y'(0)=1. 


17.22 
SPRENDIMAS 


Lygtis iš pirmo žvilgsnio labai paprasta, bet schemoje jai spręsti nurodytas 
tik vienas būdas (2.2.1.1 a), kuriuo vargu ar pasinaudotumėte (reikia atspėti 
vieną sprendinį; gal jau atspėjote?). 

Lygties atskirojo sprendinio ieškosime eilutės pavidalo: 


= > 47 
k=0 
Panariui diferencijuodami surandame y" ir gautąjį rezultatą bei y eilutę įra- 
šome į lygtį y" = xy: 
2a, +3-2-4,x +4-3-a,x*" +5-4-0,X" +... = 
=x|a; +4x+0,X +0,X +0,X" +..). (*) 
Iš pirmosios pradinės sąlygos gauname: 
0=4, +4-0+a,-0+..; a, =0. 
Iš antrosios pradinės sąlygos gauname: 
1=4+2-a3,-01+3-43,-0+..; a =l. 
Dabar palyginame (*) tapatybės koeficientus prie vienodų x laipsnių: 
x°: 2a,=0, a,=0; 
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x: 3-2a,=0, a, =0; 
x: 4-2a,=0, a, = ; 


5-4-a, =4,, a; =0 
x: 6504 =a, a,=0; 
xX: 7-6-a=4,, a, = ——. 

7 E T 4.3.76 
Tęsdami šį darbą nesunkiai surastume (pabandykite!) ir bendrąją koeficien- 
to formulę. Dabar galime užrašyti diferencialinės lygties sprendinį: 
x x xi 
what ————— T 

3-4 3-4-6-7 3-4-6-7-...-3k(3k +1) 
Eilutė konverguoja su visomis x reikšmėmis (patikrinkite!), todėl eilutės su- 
ma su bet kuria x reikšme lygi sprendinio reikšmei. 


y=x+ 


LOLOL OLOLOLOL OLOO OL OLOO OL OOOO OOOO OLO] 


aa Š 


Išnagrinėkime tokią schemą (žr. pav.): iš taško O ašies 
y kryptimi v greičiu plaukia piratų laivas. Iš taško A 
pasienio kateris jį vejasi 2- v greičiu. Atstumas OA =a. 
Reikia rasti kreivės, kuria plaukia kateris, lygtį ir lai- 
ką, per kurį kateris pavys piratų laivą. Kateris visą 
laiką plaukia tiesiai laivo link. 


Tegul laiko momentu ź laivas yra taške 
B (atkarpos OB ilgis yra v-t), o kateris 
— taške C(x,y) (lanko AC ilgis yra 
l=2v-t). 

Tuo metu kateris plaukia liestinės CB 
kryptimi (tiesiai į laivą). Jei ieškomos 
kreivės lygtis yra y= f(x), tai taške 
C(x,y) yra teisinga tokia lygybė: 


p 


> g8 
Kadangi l= 2v-t, tai I 
g l "w, p8 yl 
a 5 . =y 
dx Žž dx 


353 


( 17. DIFERENCIALINĖS LYGTYS ` 


Lygtyje yra trys kintamieji ir vieną jų reikia eliminuoti. Lygtį panariui dife- 
rencijuojame ir pasinaudojame kreivės lanko diferencialo formule: 
dl=—\1+ y” dx 


(minusas prieš šaknį todėl, kad teigiamą Ax atitinka neigiamas Al); 


1 dl 1 
Vazytsy- LŽ yry" =y 4 Nk ye, 


2 dx Ž 
x y” > 1+ y” 
Tai antros eilės diferencialinė lygtis, kuriai turi tikti šios pradinės sąlygos: 
Y| ya = 0). 
Spręsdami šią lygtį, pritaikysime tam tikrą „triuką“. 
/ 
| 
O oat a 1+y“7|=—=In|x|-+ G. 
I1 + 2 73 X 2 


Panaudoję antrąją pradinę sąlygą, gauname C, = Zina, todėl 


-n f, 
a 
y'+ y= j: (*) 


js (*) lygtį: 


In 


12 pė 


a SU ofa 


y= eA i (**) 


Prie (*) lygties pridėkime (**) lygtį: 
sa E E 
a x 
Matote, gavome gražią ir paprastą pirmos eilės diferencialinę lygtį su atski- 
riamais kintamaisiais. Jos sprendinys yra katerio judėjimo kreivės lygtis: 


3Va 3 


Kai x=0, tai po — tai taškas, kuriame kateris pavys laivą. Padaliję 


2a 
atstumą z iš laivo greičio v, gausime atsakymą, kiek laiko truks gaudynės. 
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Tarkime, D - sritis dvimatėje, trimatėje arba n-matėje erdvėje. Sakoma, kad 
srityje D duotas skaliarinis laukas, jei srities taškuose apibrėžta skaliarinė funk- 
cija: 
u=u(x,X,,..X,)=u(P)=u(F), 
čia 7 — taško P(x, Ko yei X) spindulys-vektorius (vektorius iš koordina- 
čių sistemos pradžios į tašką P). 
Pavyzdžiui, trimatėje erdvėje: u = xz — ysin x. 
Jei kiekviename srities D taške P apibrėžta vektorinė funkcija, tai duotas 
vektorinis laukas, pavyzdžiui: F =(x +z) —y j + xy k. 
Skaliarinį lauką charakterizuoja 

lygio linijos u(x,y)=c, 

lygio paviršiai u(x,y,z)=c, 
populiarūs uždaviniai apskaičiuoti gradientą 


gradu = — i + u; uy 
Oy O 
arba išvestinę duota kryptimi s= (cosa; cos J; COS 1): 
ðu ðu ðu > ou 
— = -— cosa +— cos 8 +— cosy. 
ðs óx Oy Oz 
Vektorinį lauką F= P(x,y,z)i + Q(x,y,z) j + R(x,y,z) k charakterizuoja 
vektorinės linijos — = B = že 


P(x,y,z) Q(x,y,z) R(x,y,z) 
Dažniausiai studentams tenka skaičiuoti vektorinio lauko divergenciją 


žo Jj k 

„= 0P 00 ƏR > as J0 0 D 
div F =— +- +, rotorių rot F =-— — =, 
w o a AM ôx Oy öz 

P Q R 
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vektorinio lauko srautą per paviršių o paviršiaus normalės ñ kryptimi 
{ Fndo= | (P cosa +Q cos8 + R cosy) do = 
= [f P dy dz +Q dx dz +R dx dy, 


o 
vektorinio lauko cirkuliaciją kontūru A: 


[Pa+0dy+Rdz 
A 


Lauko teorijai labai svarbu Gauso-Ostrogradskio, Gryno ir Stokso formulės: 
1) Gauso-Ostrogradskio formulės vektorinė forma 


JJ EEA pE nda 


2) Gauso- Ostrogradšiėo Tormulė 


Mas 00, „2 


3) Gryno TN 


a PARA 


D 
4) Stokso formulės vektorinė forma 


fE ds= ffn rotF do; 
A o 

5) Stokso formulė 
[TAr 


-sj(2 2 a e 
Oz Ok 
Lauko teorijoje patogu vartoti Hamiltono („nabla“) ir Laplaso operatorius: 
2 2 2 
„iii — AULA 
0 0 Oz Ox“ Oy Oz 
Pavyzdžiui, Vu = gradu, nes 


dx dz L 
O y 


Dviejų „vektorių“ V skaliarinė sandauga yra V-V = A. 
Nesunku patikrinti, kad VF = div F, (V xF ) =rot F (vektorinė sandauga). 


Sprendžiant šio skyriaus uždavinius bent po vieną kartą bus panaudota 
kiekviena iš paminėtų formulių. 
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Parodykite, kad gradientas yra statmenas lygio lini- 18.1 
jai pasirinktame taške, o jo modulis yra didžiausia \UZDUOTIS 


kryptinės išvestinės reikšmė tame taške. Nagrinėki- 


te skaliarinį lauką u(x,y)= x* + y taške P(1;2). = 
i 


Nubrėžkime lygio liniją, einančią per 
tašką P. Iš visų lygio linijų šeimos 
x’ +y=C tiks ši kreivė: 


1 +2=C, 

C=3, 

x +y=3, 

y=3-x. 
Apskaičiuojame lauko gradientą taške 
P: 

= = 2X, 2 =]; 


gradu = 2xi+ j 
gradul, = 2i +j. 


Gradientas yra statmenas lygio linijai, jei jis yra statmenas tos linijos liesti- 
nei taške P. Raskime liestinės krypties koeficientą: 


Ou 
L BP E =-2. 
dx|p ðu l |p 
Əy |p 


Tiesės, sutampančios su gradientu, krypties koeficientą lengva rasti kaip 
gradiento koordinačių (projekcijų) santykį: k; = 1. Tiesių statmenumo 
sąlyga patenkinta: 

k; s k, =-l. 
Apskaičiuokime kryptinę išvestinę: 


m 2xcosa + cos ĝ; 


F(o)=% =2cosa +y\1—cos? a, nes cos? a +cos? 8 =1 
S|p 


(ženklą plius prieš šaknį pasirinkome žiūrėdami į brėžinį (gradiento kampai 
su x ir y ašimis yra smailūs) bei siekdami didžiausios F (a) reikšmės). Reikia 
rasti didžiausią F (a) reikšmę. Pažymėkime cosa =t ir nagrinėkime funkciją 


F(r)=2:+N1-f. 
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P=4[(1-f); t= 
Taigi F(a) igyja didžiausią reikšmę, kai krypties kosinusai yra tokie: 
2/5 v5 

DS cos 8 = —. 


Bet kaip tik tokie yra apskaičiuotojo gradiento krypties kosinusai: 


o2 COS B — „aka 
[22 41 á DE FEE 
Didžiausia kryptinės išvestinės reikšmė yra: 
ou = 2- 2y5 + 5 — J5 2 
Os 5 5 
Toks yra gradiento modulis. 
Įrodyti, kad didžiausia kryptinės išvestinės reikšmė gaunama tada, kai so 
kryptis sutampa su gradiento kryptimi, galima ir bendru atveju. 


cos Q = 


maks. 


Tarkime, kad + yra kampas tarp gradu ir s“ taške P. 


radu = Dury Ola E 
SB 


S= cosa: i+c058- Hean 


gradu. s= °|. cosy = -COSY = př gradu; 
a i Bl 
S ax Py J Os 


ðu 
Vadinasi, př- gradu = Te t.y. išvestinė p kryptimi yra lygi gradiento pro- 


jekcijai tiesėje, sutampančioje su sô kryptimi. Ši projekcija yra didžiausia, 
lygi gradiento moduliui, kai „= 0, nes tada cosy =1. 


Taške A (1, 2, 3) apskaičiuokite lauko 
yaBVOTID u(x,y,z)=z° + 2arctg(x— y) gradientą ir kryptinę 


išvestinę taško B (- 2, 0, 1) kryptimi. 
18.2 
SPRENDIMAS 


ou 2 ou —2 ou 
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—Š 1-2 ki 6 
1+(1-27 1+(1-2) 


AB =(-3;-2;-2); (AB =/914414= 417; 


gradu|,= 


az 6 os ĝ = 2 cos y = = 
17. A17” Jr 
—3 —2 —2 13 


=]. +6- = 
e L J17 17` 


18.3 
Raskite vektorinio lauko r= xi + yj/+zk vektorines 
linijas. 18.3 
SPRENDIMAS 


ðu 
ðs 


dx dy dz 
X y z’ 
dx _ dy 
X ji 
dx dz. 
VA 


In[x|= In|y| + In|C||, 
In|x|= In|z| + In[C;|; 


Tai tiesių trimatėje erdvėje lygtys. 


Apskaičiuokite vektorinio lauko 
z 2 n r UŽDUOTIS 
F=(x+2y)i+(3y—z) j +(2x —5z)k 

divergenciją taške A(1;—2; 0), rotorių taške B(0; 1;—1) 


ir srautą per plokštumos x4+y4+z=1 dalį pirmame 
oktante normalės, sudarančios smailų kampą su Oz 


ašimi, kryptimi. 18.4 
SPRENDIMAS 


K Las 210 Ri 
d Oy Oz 


Divergencija visuose taškuose, įskaitant ir A, yra (-1). 


=1+3+(-5)=-1. 
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i I 3 
„Pao A A LE A 
Ox Oy Oz Oy 0 


x+2y 3y-z 2x—5z 
i Res) BUS, EO O(x+2y) 


Oz ôx Ox ôy 


Pasirodo, ir rotorius visuose taškuose yra vis tas pats vektorius. 
Srautą S apskaičiuosime tokiu paviršiniu integralu: 


S= ff (x+2y)dy dz + (3y - z) dx dz + (2x - 5z) dx dy. 


|ė-i-2j-ak 


o 
Tegul paviršiaus 0 (plokštumos dalies pirmame oktante) projekcijos yOz, xOz 
ir xOy plokštumose yra atitinkamai D,, D, ir D}. Paviršinį integralą pakei- 
čiame trimis dvilypiais integralais, „nereikalingą“ kintamąjį pakeisdami reiš- 
kiniu, gautu iš paviršiaus ø lygties: x+ y +z=1. 


ra a 


Ši (2x—5(1— x- y)) dx dy. 


Dabar kė apskaičiuoti tris dvilypius integralus, tačiau pastebėkime, kad 
šiuo atveju (dėmesio, spręsdami kitus uždavinius venkite skubotų „racio- 
nalizacijų“!) ne tik visos integravimo sritys D,, D, ir D, vienodos, bet ir 
pointegraliniai reiškiniai „panašūs“, skiriasi tik kintamųjų pavadinimai. Iš 
tiesų nesunkiai įsitikinsite, kad, pavyzdžiui, integralas | f ydy dz yra ly- 
gus integralui J | x dx dy. 


Taigi visas srautas apskaičiuojamas tokiu integralu, kuris gautas „sutrau- 


kus panašius narius“: $= J fi- 1+ 5x) dx dy. 


e kad dvilypiu integralu, kurio pointeg- 
ralinė funkcija lygi vienam, apskaičiuojamas in- 
tegravimo srities plotas (o šiuo atveju trikampio 
plotą galima apskaičiuoti mintinai!), sprendimą 
dar sutrumpinsime: 


1N x -x 
s=- ffardy+sffxdegy=-t+sf xd J ay 
D; D; 0 0 


i 2 1 5 5 1 
mu“ 
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Yra 12 monetų, viena iš jų netikra - jos svoris kitoks 
(neaišku - didesnis ar mažesnis) negu tikrų. Tris 
kartus sverdami svirtinėmis svarstyklėmis, raskite 
netikrą monetą. 


Monetas suskirstome į tris grupes po keturias monetas. Ant vienos svarstyklių 
lėkštės dedame pirmosios grupės monetas, ant antrosios — antrosios grupės 
monetas (toliau trumpai sakysime - „sveriame“). 


1. Balansas. Netikra moneta yra trečioje grupėje. 
Testi 1.1. 


2. Balanso nėra. Trečioje grupėje yra tikros monetos. Tris monetas iš leng- 
vesniosios grupės pakeičiame tikromis monetomis iš trečiosios grupės. Ket- 
virtąją monetą iš lengvesniosios grupės sukeičiame su moneta iš sunkes- 
niosios grupės. 

2.1. Balansas. Darome dvi išvadas: 
a) netikra moneta yra viena iš tų trijų, kurias pakeitėme (2) žingsnyje; 
b) netikra moneta yra lengvesnė už tikras. 
Tęsti 2.1.1. 


2.2. Svarstyklių rodmuo nepakito (balanso nėra). Išvados: 
a) netikra moneta yra viena iš tų trijų, kurios liko sunkesnėje grupėje; 
b) netikra moneta yra sunkesnė už tikras. 
Testi 2.1.1. 


2.3. Buvusi lengvesnė grupė tapo sunkesne (balanso nėra). Išvados: 
a) netikra moneta yra viena iš tų dviejų, kurias sukeitėme (2) žings- 
nyje; 
b) nežinome, ar netikra moneta yra sunkesnė, ar lengvesnė už tikras. 
Tęsti 2.3.1. 


2.1.1. Iš trijų „įtariamųjų“ monetų dvi sveriame. Jei balansas — netikra 
yra trečia moneta. Jei balanso nėra, netikrą aptinkame pagal (b) 
išvadą. 

2.3.1. Sveriame vieną iš „įtariamųjų“ ir tikrą monetą. Jei balansas - netikra 
yra antroji moneta. Jeigu balanso nėra, netikra yra „įtariamoji“ 
moneta, kurią sveriame. 

1.1. Sveriame dvi trečiosios grupės monetas. Jei balansas, „įtariamosio- 

mis“ tampa dvi likusios trečiosios grupės monetos, jeigu balanso nėra 
— „įtariamos“ tos dvi monetos, kurias sveriame. 


Tęsti 2.3.1. 
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Kocho snaigė. Pažiūrėkite, kaip kuriamas fraktalas - mate- 
matinis objektas, kuris sudaromas iš panašių įvairaus lygio 


dalių. 

Gautoji linija - Kocho snaigė - pasižymi 
nepaprasta savybe: ji yra begalinio ilgio, nors 
apriboja baigtinį plotą. 


CLL 


Apskaičiuokite 18.4 užduotyje nurodyto lauko srautą ne 
UZDUOTIS/ tik per plokštumos x+ y+z=1 dalį pirmame oktante, bet 
ir per koordinačių plokštumų dalis, kurias ši plokštuma 


atkerta pirmame oktante. Laikykite, kad srautas sklinda 
iš keturiomis plokštumomis apriboto kūno V vidaus į iš- 


18.5 S 
SPRENDIMAS 


Pritaikysime Gauso-Ostrogradskio formulę: 


S= = JI jau 


Žinome (18.4 aiuole: PE EE kad div F =—1, todėl Sy = — JJ f 1 dv. 


Piramidės (tetraedro) tūrį lengvai apskaičiuojame mintinai (pagrindo "plotas 
padaugintas iš trečdalio aukštinės), todėl trilypio integralo skaičiuoti nerei- 
kia - juo juk ir surandamas kūno V tūris: 

L 1 1 

23% 6 
Parodysime, kaip skaičiuotume srautą nenaudodami Gauso-Ostrogradskio 
formulės. Pavyzdžiui, srautas S, per plokštumos z =0 dalį D, (žr. 18.4 
užduoties pav.) skaičiuojamas įvertinus tai, kad normalės vektoriaus ortas 
yra toks: ñ = (0;0;—1). Vadinasi, F-n= —(2x—5z), todėl 


sr P e 
D3 
Analogiškai gauname: 5; = a J zdxdz, $ =-2 J ! y dy dz. 


Įvertinę šių integralų „panašumą“ ir pridėję Ba S (žr. 18.4 užduoties 
sprendimą), gauname: 
1 1 1 1 
S =5+5,+5,+5S=-3| | xdxdy+—=-3-—1—-=--. 
V 1 2 3 JS y 3 63 6 
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Apskaičiuokite lauko F= y*j+zk srautą į išorinę / „18.6 
Š š METE 2 2. UZDUOTIS 
kūno, apriboto paviršiais z =x“ + y" ir z=2, pusę. 


18.6 
SPRENDIMAS 


Paviršiaus z = x° + y" (sukimosi paraboloido) projekcija xOy plokštumoje 
yra skritulys x“ + y“ =2, o išorinė šio pavirčiaus normalė su z ašimi sudaro 
buką kampą, todėl cosy do = —dx dy. Paviršius yra simetriškas xOz plokš- 
tumai. Įvertindami tai, gauname: 


pe Ta UE E 
si dx dz — ffy dx dz — [sa ffztar 


ail 212 

čia g, — visas sukimosi paraboloido, ana kiss z=2, paviršius; 
S, — srautas per šį paviršių; 0, (0,;) - pusė sukimosi paraboloido pavir- 
šiaus, kurio normalės vektoriaus cos 5 > () (cos 8 < 0). 
Gautąjį paviršinį integralą pertvarkome į dvilypį integralą, kurio integravi- 
mo sritis D, yra skritulys x“ + y" =2. Po to įvedame polines koordinates 

x=pcosp, y=psiny, dxdy= p dp dọ 
ir apskaičiuojame dvilypį integralą: 


S =- [fzdedy=- [f (+ +y)aedy=- ff pdpdp= 
ai D D, 
W2 


2T 2 
=- fde f P dp=-21:& 
0 0 0 


Plokštumos z = 2 normalės vektoriaus ortas yra toks: ñ = (0;0;1). 


= —2. 


Vadinasi, F-A = zZ. 


Skaičiuojame srautą per sukimosi paraboloidą apribojančią plokštumos dalį: 


S,= [f zdr dy=2 [f deay=2-2(N2) = ax. 
03 D 


Atkreipkite dėmesį į tai, kad dvilypis integralas apskaičiuojamas mintinai — 
tai skritulio plotas. 
Taigi 
S= S +S, =— 21447 = 2r. 
Dabar tą patį uždavinį išspręsime panaudodami Gauso-Ostrogradskio 


formulę: pi 
div F =2y +1. 
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5 B 
sfferau [a I (2y+1)dy I dz = 
B 5 2 x+y? 
2 2-x7 2 3 2 12 
S E 24235 [lo-- E) E 
= —2=X = 
5 
-f| am mass ŽIA) Jas 
B 


Prisipažinsime, pasinaudojome „Mathcad“ programa, kuri labai gerai „moka“ 
apskaičiuoti integralus! 


Skritulio, kurio spindulys R, plotas yra 1: R". 
Tokio skritulio apskritimo ilgis yra 2-1 R. 
Pastebėkite, kad antrasis reiškinys lygus pirmojo išvestinei. 


Rutulio, kurio spindulys R, tūris yra 


4 

i RP. 

o paviršiaus plotas - 4-1-R?. 

Ir vėl antrasis lygus pirmojo išvestinei! Kodėl taip yra? 


187 Apskaičiuokite lauko F =(y—z)i+(z—x)j+(x— y)k 
UŽDUOTIS 


x= cost 
cirkuliaciją kontūru A: 4 y= sint 
z=2(1— cost) 


parametro t didėjimo kryptimi. 


18.7 
SPRENDIMAS 
C= f Pdr +Qdy+Rdz= Í (y-z)dx+(z-x)dy +(x- y)dz = 
f c 
21 21 
= f (sint—2(1—cost))-(—sint)dt + f (2(1—cost)— cosH)-cost dt + 
0 0 
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21 21 
+ f (cost sin/)-2sint dr = f (2sint— cos? t—3sin? t + 2cost) dt = 
0 0 
=—3-27 = —67. 


Išspręskite 18.7 uždavinį, panaudodami Stokso 


formulę. 
SPRENDIMAS 
i j k 
sal S Sjene 
Oy Oz 


Y-Z Z-X x-y 


C= f P dx +Q dy +R dz= [f (-2)dy dz +(-2) dx dz + (—2) dx dy. 
A o 


Išsiaiškinkime, kokį paviršių ø apriboja kontūras A. Šio paviršiaus projek- 
cija xOy plokštumoje (z = 0) yra apskritimas: 


= cost 
y=sint; ty. x +y =1. 
Iš pirmosios ir trečiosios paviršių aprašančių lygčių gauname: z = 2— 2x. 


Vadinasi, paviršiaus projekcija xOz plokštumoje yra tiesės z =2— 2x atkarpa 
nuo X=-l ir x=1 (nes toks yra x kitimo diapazonas). 


Dabar jau aišku, kad paviršius ø yra elipsė, o | 
projekcija yOz plokštumoje irgi yra elipsė, ku- | 2 
rios mažasis pusašis (y kryptimi) yra a=1, o ; 
didysis pusašis (z kryptimi) yra b= 2. 

Pakeisdami paviršinį integralą dvilypiais gau- 

name, kad vienu apskaičiuojamas skritulio D, 

plotas, o kitu - elipsės D, plotas. Prisiminę, kad 

elipsės plotas yra mab, neturėsime vargo integ- 

ruodami. 


Ska sijos Sei A 
D) D 
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„18.9 Apskaičiuokite kreivinį integral dx —(x- y)dx 
np fui) 


kontūru A: x’ +y’ = R", panaudodami Gryno formulę. 


18.9 
SPRENDIMAS 


f(x+y)dar-(x-y)dy = [f (-1-1) dr dy = 
=-2 f f dx dy = 


=-2-7-R?, 


nes dvilypiu integralu apskaičiuojamas skritulio plotas. 


18.10 Panaudodami Hamiltono operatorių, raskite dviejų ska- 
UŽDUOTIS liarinių funkcijų u ir v sandaugos gradientą. 


SPRENDIMAS 
grad(u-v)= V(u-v) = 
= Vu-v +u-Vv = 


=vgradu +-u gradv. 


Už e Įrodykite, kad gradientų laukas yra potencialinis. 
18.11 
SPRENDIMAS 
Jei laukas F yra potencialinis, tai rot F = 0. 
rot gradu =(V x (Vu))= 


=(VxV)u=0, 


nes dviejų vienodų „vektorių“ V vektorinė sandauga lygi nuliui (dvi de- 
terminanto eilutės vienodos). 
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> i lenoidinis. „18.12 


18.12 
ž y SPRENDIMAS 
Jei laukas F yra solenoidinis, tai div F = 0. 


div rot F = VV x F). 
Tai mišrioji trijų vektorių („vektorių“) sandauga. Pritaikę permutacijos (per- 


statymo) principą (abc) = (a x b) .c=4 (b x éj: gauname: 


V(VxF)=(VxV)-F=0. 


600060906060( OOO 


Teorema. Merginos yra blogis. 


Įrodymas. 

Merginoms reikia laiko ir pinigų: 
Merginos = Laikas X Pinigai. 

Visi žino, kad „laikas - pinigai“: 
Laikas = Pinigai. 

Taigi 5 
Merginos = Pinigai X Pinigai = (Pinigai). 

Kadangi „pinigai — blogio šaknis“, tai 


Merginos = (Pinigai) = („Blogis | = Blogis. 
Tačiau merginos įrodinėja kitaip: 
Merginos = (Pinigai V = (Blogis) = 


= (Blogis) = |Blogis|. 
Kadangi blogis yra neigiamas, tai 


Merginos = |Blogis| = — Blogis = Gėris. 


06060660660660( QOO 


Kuris įrodymas teisingas? 
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IRAMMMMMMMMAMMRMMAMMRAMMAMRMMRARARA 
Maždaug prieš šešerius metus vienas http://mathforum.org 
svetainės lankytojas paklausė, kokia yra n-mačio rutulio tūrio formulė. 
Svetainėje „Doctor Rob“ pateikė tokį atsakymą: 

n 


z/2 


(4) 


Teigiama, kad pagal šią formulę gaunama tokia „tūrių“ seka: 


V,= R". 


n=0, V,=0; n=], V,=2-AR; 

n=2, V, =7-R*: n=3, V,=2-1-R, 
Fk 15 > p5 

n=4, V =r- R"; n=5, k «R°; 


Prisiminkime gama funkcijos apibrėžimą, keletą jos savybių ir patikrinkime 
formulę bei iš jos gaunamą rezultatą. 
o 


T(p)= [4-6 d r(1)=r(2)=1; r[Ž]- Va. 


Jei n — natūralusis skaičius, tai 


Nr 


ra= rhai 51:3-5- (21-1). () 
Tiesa, minėtoje svetainėje pateikiama kitokia formulė: 
L-e e) 


e 
2 k!-4 2 


2 2 
Imkime n=2, T| |=T(1)=1, todėl V, =R -=r R. 


Teisingai, tai skritulio ploto formulė (koks jau ten rutulys dvimatėje erdvėje!). 


3 
Imkime n = 3. Reikia apskaičiuoti r2) Jei skaičiuosime pagal formulę (*), 


| Jr Ir 


3 

ime: D|=|=T|14+—|=1-——=—. 
gausime B 7 z > 
Atrodo, kad tai tiesa, nes tą patį gauname pagal tikrai teisingą trumpesnę 

1 1 1 T 

le: r(a+1)=a- T(a); T|14+—|=—-T|-|=—. 
formule: Dla+)=a To); rhisg- rfi 
Jei skaičiuosime pagal (**) formulę, gausime: 


r[E)=r|2-1)- 022 p 


2 21-4? 4 
Būtent su šiuo rezultatu gausime teisingą rutulio trimatėje erdvėje tūrio formulę: 
3 
n 4 
V =R ———=2.r- R’. Kur klaida? 


19. KOMPLEKSINIO 
KINTAMOJO 
FUNKCIJOS 


Blogai, kad ne viską gali pamatyti, išmatuoti, įvertinti. Menamasis vienetas 
i (žr. 1 skyrių) nepasiekiamas mūsų pojūčiams, kasdienei logikai, todėl kom- 
pleksinio kintamojo uždaviniai yra palyginami su realiojo kintamojo užda- 
viniais panašiai kaip A. Enšteino reliatyvumo teorija palyginama su I. Niu- 
tono mechanika: iš aukštesniojo lygmens kaip atskiras atvejis gaunamas 
žemesnysis; tik ne todėl, kad matai, išmatuoji, o todėl, kad gali įrodyti; giles- 
nės teorijos ir praktiškumas giliau - ne kiekvienas mato... 


saaa sė sa % F a 19.1 
Kokia aibė taškų kompleksinėje plokštumoje api 
brėžta šiomis nelygybėmis: 


1<|z+i-2<37 


Čia dvi nelygybės, iš pradžių nagrinėkime vieną iš jų: 
|z >i- 2<3. 
Prisiminę, kas yra kompleksinio skaičiaus Zz — (2 = i) modulis (duotas dvie- 
jų kompleksinių skaičių Z = x + 1y ir z, =2—i skirtumo modulis), galime 
užrašyti: 
(x-2) +(7+1) <3, 
(x-2) +(y+1) <9. 


Žinoma, tai skritulys, kurio centro koordinatės dekartinėje koordinačių sis- 
temoje yra C(2;—1), o kompleksinėje plokštumoje - taškas z, = 2— i. Skri- 
tulio spindulys yra 3. 
Kartu įrodėme, kad apskritimo kompleksinėje plokštumoje lygtis yra: 

| - z|= R. 
Nesunku įsitikinti, kad antroji nelygybė 1<|z +i— 2| apibrėžia visus taš- 
kus, kurie yra apskritimo (R, =1, centras z, = 2—/) išorėje. 
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Imz 


Taigi iš abiejų nelygybių, api- 
brėžtų aibių sankirtos, susida- 
ro žiedas, kurio išorinės linijos 
taškai priklauso aibei, o vidinės 
linijos — nepriklauso. 


19.2 . L: {Z T x . . "7 
Kokia aibė taškų kompleksinėje plokštumoje apibrėžta 
šia nelygybe: |-| <1—Imz? 


19.2 
SPRENDIMAS 
X +y? <1-y, 


x'+y'<!-2y+y", 
2y<l-x“. 


Nelygybę pakeitę lygybe gauname parabolės lygtį: 2y = 1— x”, 
Pritaikę pjūvių metodą (žr. 2 skyrių), grafiką nubrėšite labai lengvai: 


1 
x=0: ==; 
2 2 
y=0: X=-l, X, =l. 
Imz 
1/2 


7 Pritaikę pavienio taško metodą (žr. 
10 skyrių), lengvai surasite ir nely- 
ls gybės atsakymą: taškas (0;0) tinka 
y G, Rez nelygybei, todėl jai tinka ir visi taš- 


kai žemiau parabolės. 
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- "193 
Kokia tai kreivė: Re(Z*)= Rez? UŽDUOTIS 
— 2 
SY, SPRENDIMAS 


Re(x* —i2xy — y’) SA 
x-y =x. 
Dabar yra du keliai: sudarinėti kanoninę kreivės lygtį (žr. 10 skyrių) arba 


pritaikyti pjūvių metodą. Eikime antruoju keliu: 
y=0 =z o= Et 
x= 0: y=0; 


Gavome du taškus x ašyje. Nelabai 
aišku... Padarykime dar du pjūvius: 
I loyi 2 1 
z` 4” =? y =- Ø; 
2 , 

y=2 y=V2, y =- 2 
Dabar jau turėtumėte suprasti, kad tai 
hiperbolės (hiperbolių) lygtis (žr. 10 
skyrių), bet pasitikrinkime dar vienu 
pjūviu: 
x=-1: 1-y“=-1, y“=2, 


y, =V2, y =- 2. 


svs ; ment 19. 
Apskaičiuokite: sini. mm 
19.4 
Iš Oilerio formulės SPRENDIMAS 


e“ = coso +isiny 


lengvai gaunamos šios formulės: 


e? E f e? m 
cosz=—, sinz= - 
2 2i 
Taigi „| 6-6“ e'—e [l i J e N 
sin i = ———— = — =-= — = ij =i. = ishl, nes 
2i 2i i Lii 
ŠE a o 
shz = i as hiperbolinis sinusas, 
z m 
e +€ ; a s 
chz = Ža“ hiperbolinis kosinusas. 
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O ŽOŽOŽOŽO2O7O 702070 LOLOL OLOO OOOO O] 


Kodėl funkcija shz(chz) vadinama hiperboliniu sinusu (kosinusu)? Ant- 
rasis pavadinimo žodis motyvuotas ne tik šios funkcijos išraiškos ekspo- 
nenčių panašumu į trigonometrinės funkcijos atitinkamą išraišką. Panašios 
ir kai kurios savybės, pavyzdžiui: 


(shu)' =chu-u', (chu)'=shu-u", čia u - bet kokia funkcija. 


O kodėl jos hiperbolinės? Tiesa, grafikai šiek tiek primena hiperboles, tačiau 
kur kas geresnė „krikštamotė“ yra ši lygybė: 


(chz)' -(shz) =1. 
Prisiminkite, y* — x =1 yra hiperbolės lygtis! 


O ŽOŽO7O7O7O7O7O7O72O7O2O707070101010107010 707070) 


19.5 X 2 , : 
Išspręskite lygtį: cosz =i. 


19.5 
SPRENDIMAS 


Galima susirasti formulę 
Arccosz = -iLn(z +v’ — 1) 


ir užrašyti atsakymą, bet geriau pažiūrėkime, kaip ta formulė gauta. 
Kadangi 
iz —iz ; 1 
cosz = ——, tai e” +——-2i; 
2 e 
pažymėkime e“ =u, gausime kvadratinę lygtį: 
u —i2u+1=0, 
u=i4+ i“ —1 (čia kvadratinė šaknis turi dvi reikšmes (žr. 1 
skyrių), todėl prieš šaknį + rašyti nereikia!). 
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e“ =Ni, 
Iz= Ln(i(1+v2)), 
loi A 
Z =-iLn(i(1+ 12), nes =--> = —i. 
t, ti =] s 
Patikrinkite, tą pati būtume gavę ir naudodamiesi Arccosz formule. Zino- 
ma, juk ji taip ir išvedama! 
Bet tai dar ne pabaiga, reikia rasti logaritmo reikšmę. 
Lnz=lnz+ 2rik =ln|z|+iargz + 2rik, ke Z. 
Taigi logaritmas yra periodinė (T = 2ri) funkcija! 
Toliau sprendžiame uždavinį: 


z=-im(1+ 2) +24 2rik|=2 27k —im(1+ V2) keZ. 
2 2 


19.6 
UŽDUOTIS 
19.6 
SPRENDIMAS 


Išspręskite lygtį: sinz =1. 


Dabar sprendimą sutrumpinsime panaudodami formulę: 
Aresin z = —iLn(iz+VI- 2? ). 
Taigi šiuo atveju: 


z=-iLn(i-1+vV1-1), 


z=-—iLni=-—i(ln1+iargi+2rik)= 
= -i0424 2m] =2 +27, kEZ. 


Atsakymas lygiai toks pat, lyg būtume sprendę lygtį sin x = 1. O ko tikėjotės? 


ai UŽDUOTIS 
Apskaičiuokite: i'. 
19.7 
SPRENDIMAS 


Visa, kas nežinoma, geriausia pasižymėti raide u, nes UFO yra angliško ter- 
mino „neatpažintas skraidantis objektas“ santrumpa... 
Taigi i'=u. Logaritmuojame abi lygybės puses. Kurį logaritmą pasirink- 
tumėte: In ar Ln? Iš pradžių pasirinkime In: 

Ini = Inu, 


ilni = Inu, 
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i In1i+iZ|= Inu, 
2 


S lnu, 
2 


71 2 


=e? 
z -7427k 
Dabar pasirinkite Ln ir gausite, kad ï} =e ? , kez. 


Keista tai, kad i yra realieji skaičiai! Nekeista tai, kad su mistiniu į vėl 
„susidėjo“ mistiniai skaičiai € ir T. 


Įrodysime, kad e= 1. 
Pažymėkime: 2e = u. 
Abi šios lygybės puses pakelkime laipsniu 2ni : 

Pi e" =y"; 
e?™ =], nes pagal Oilerio formulę 

e*" = cos2r +isin2r =1+i-0=1. 
Taigi 2" =u“", todėl 2=U ir 2e =2, e=1. 
Jau supratote, kur klaida? Tai gal ir čia rasite klaidą: 


Ine?"' = 2ri- lne = 2ri; 
Ine’™™ =In(cos27 + isin27r)= ln1=0. 


19.8 . . . . . o {v {Z N 
Patikrinkite, kuriuose kompleksinės plokštumos taškuo 
se funkcija fiz =z:Z yra analizinė. 


19.8 
SPRENDIMAS 
Funkcija yra analizinė taške z¿, jei ji yra diferencijuojamoji tame taške ir jo 
aplinkoje (bet kokio nenulinio spindulio skritulyje su centru z,) funkcija. 
Funkcija yra diferencijuojamoji, jeigu jai tinka Koši-Rymano sąlygos: 
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f(z)=u(x,y)+iv(x,y)=u+iv, 
ns. Ou v ., ðu ðv 
tai turi būti — = — ir —= i 
ox Oy Oy Ox 
Šiuo atveju f(z)=(x +4y)(x-4)=x" +y. 
u(x, y)=x +y, v(x,y)=0. 
Ox Oy Oy Ox 
Koši-Rymano sąlygos tinka tik taške (0;0). Funkcija tik tame taške yra di- 
ferencijuojamoji, bet jokiame taške nėra analizinė. 


Raskite analizinę taško z aplinkoje funkciją f(z), 
jei jos realioji dalis yra UZDUOTIS 


u(x,y)=x*—y"+2x, z=i ir f(i)=2i—1. = 
a e) 


Apskaičiuojame: za =2x42. 
Ox 


ši ka odai 5445 
Pagal Koši-Rymano sąlygas turi būti B o odė Ni ; 


Dešiniąją šios lygybės pusę integruojame y atžvilgiu ir gauname: 
v(xy)= | (2x+2)dy= 29+2y+0(x), (*) 
čia y(x) - kol kas nežinoma funkcija. 
Panaudokime antrąją Koši-Rymano sąlygą: 4 4 
Ox Oy 
ðv ðu 
Iš (*) gauname: — = 2y + ọ'(x), todėl —=-2y-p (x). 
“) g a 2 te'l) y IA 
Kita vertus, iš uždavinio sąlygos pua = —2y. 
Vadinasi, —2y-p(x)=-2y, ọ'(x)=0, 
p(x)=C, čia C - konstanta. 
Gavome, kad v(x,y)=2xy+2y4+C, 


f(z)=u(x,y)+iv(x,y)= 
=x — y +2x+i(2y+2y+C).  (**) 
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Panaudodami užduotyje nurodytą sąlygą, randame konstantą C: 
n= Fio g= 5-0 y= 
Duota: f(z,)=2i-—1. Iš (**) gauname: 
2i-1=-1+i(2+C), 
2+C=2, 
C=0. 
Atsakymas: f(z)=x —y° +2x+i(2xy +2y)= 
=x — y’ +2xyi+2(x+iy)=z° +2z. 


19.10 Apskaičiuoki int | iF šis 
pskaičiuokite integralą fe i z)dz, jei C yra 


C 
PE parabolė y= x° nuo taško z, =0 iki taško z, =2+4i. 
Gim 


Pasinaudosime formule: 


| f(c)az = fudx-vdy+i f vdx+udy. 

Ç C c 

f(z)=2-i-x+iy, u=2-x, v=y-l. 
Įvertinę tai, kad iš y = X“ gauname dy = 2x dx, ir prisiminę kreivinių inte- 
gralų apskaičiavimo taisykles (žr. 13 skyrių), užrašome: 


[(2-i-2)ėz= [e-a-[-0)6+ 


2 
+i f(x -ijdr+i f @-x)-2xdr=-2+ 2i 
0 0 


Pažiūrėkime, kiek gausime, jei tą patį integralą integruosime ne parabole, o 
tiese tarp Z, ir Z;: 
y= 2x; dy = 2dx. 
4 


fO-i-zjæ= f(2-1)&- f0- 


0 
2 


0 
+i | (2x—1)dx +i | (2— x)2dx = —2 + 6i. 
jean} 
Matome, kad rezultatai skiriasi. Taip yra todėl, kad integruojamoji funkcija 
nėra analizinė integravimo srityje. Tai aišku patikrinus Koši-Rymano sąly- 
5as: ðu ðv ðu ðv ðu _ ðv 

—— l, = — =0, — = 0; — Z —, 
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Apskaičiuokite integralą: 4 
Z 
C 


dz 19.11 
h Cilz-2|=R. (yžpuoTis 
19.11 
PRENDIMAS 
l būdas x 


Apskritimo |z = A = R lygtį (žr. 19.1 užduotį) parašykime parametrine for- 
ma: 

x—x,= Rcost, 

y-y,= Rsint, 0<:< 21. 


Tada dx = —Rsintdt, dy = Rcost dt. 
Dabar išskirkime pointegralinės funkcijos realiąją ir menamąją dalis (u ir v): 


L 1 o (x—x)-(y— yo) E 
Z-Z% x+yi—x—iyo ((x—-x)+i(y- y) ((x-x)-i(y- y) 
PEE — E A E 


5 


=n) +o- G-n) He- KS E 


zi x— 
Taigi u= „v=-—— 


Gautuosius duomenis įrašome į formulę: 


[rte r as S udy, iš karto pakeisdami 


integralų pointegralinius pe E ir diferencialus) taip, kad bū- 
tų integruojama kintamojo t atžvilgiu. Pastebėkime, kad 


KS = (Rcost) + (Rsint) = R? (cos? t+ sin? r) = R". 


21 2 
2 = |. Roost Rein) + ËSE. Roost dt + 
|z-29|=R Sag 0 
21 R j t R 21 
+ ff- SA (—Rsint) + CE. Reost|dr=i f de= 27i 
0 R R 0 
Il būdas 


Padauginkime antrąją parametrinių apskritimo lygčių sistemos lygtį iš i ir 
abi lygtis sudėkime: 


x — X = Rcost 

i(y- yọ)=iRsint 

x +iy—(x+iyọ)= R(cost +isint); 
z-z,=Re“. 
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Gavome parametrinę apskritimo kompleksinėje plokštumoje lygtį. Dabar duo- 
tąjį integralą skaičiuojame pagal kreivinių integralų apskaičiavimo taisykles 
(pakeisti pointegralinį reiškinį, panaudojant integravimo kreivės lygtį, už- 
rašyti rėžius, rodančius po integralu likusio kintamojo reikšmę integravimo 
kelio pradžioje ir pabaigoje): 


dz -=$ c Rie"dt _ 


it 
FaR” Re 


Ill būdas 
Panaudokime Koši ror v 


(z 

o) T ai L Rež 

Duotajame integrale f(z J= I, todėl ir f(z,)=1: 
dz 


IV būdas 
Panaudokime Koši teoremą apie rezidiumus: 


$ f(z)dz= 2ri Resf(z,),čia z, yra funkcijos f(z) ypatingieji taškai, 
k=1 


C 
esantys kontūro C viduje. 


s l 
Šios užduoties f(z)= „jos vienintelis ypatingasis taškas (paprasta- 
Z 


Z — Zo 
sis polius) yra taškas Zz, jis tikrai yra kontūro viduje (tai apskritimo cen- 
tras), todėl skaičiuojame f(z) rezidiumą pagal formulę: 


Res f (z) = lim ((z =m) (z)). 


Res f (z,)= lim (z — z9): — 


0 


inai. 
Vadinasi p 


= 2ri -l1 = 2ri. 


|z-zo|=R 


Žinoma, penktasis šio uždavinio sprendimo būdas - išspręsti mintinai. Tie- 
siog šiuo pavyzdžiu norėjome priminti įvairius integravimo būdus, kad bū- 
tumėte pasirengę nagrinėti toliau pateikiamus pavyzdžius. 
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19.12 
Apskaičiuokite integralą: $ zsin zdz. 


|z—i+2|=3 19.12 
SPRENDIMAS 
Funkcija f(z ) = zsinz yra analizinė srityje |z — i+ 2|<3, todėl pagal Ko- 
ši teoremą: 
zsinzdz =0. 


|z-i+2|=3 


S 19.13 
Apskaičiuokite integralą: $ zean" 
Z K> 


|1—2=3 
19.13 
SPRENDIMAS 


Apskritimu |z = 2| = 3apribotoje srityje yra 
du pointegralinės funkcijos ypatingieji taš- 
kai: z, = 0 ir z, =1. 

Nubrėžkime apie juos nesusikertančius su 
duotuoju apskritimu ir tarpusavyje apskri- 
timus (iš tiesų tai gali būti bet kokios for- 
mos kontūrai) 71 Ir y2. Pagal Koši teore- 
mą daugiajungei sričiai gauname: 


S E ai 
aao 0 


m 


|=—2|=3 


Pastebėkite — pointegralinės funkcijos pertvarkytos taip, kad aiškiau maty- 
tųsi, kaip gautiesiems integralams taikysime Koši integralinę formulę ir jos 
išvadą: 


$i OE L rri. f(z), I f” (z0) 
gE i o if a | Ž e7 (z? -42+5) sis 
4 2 21 Lz=1 p (z-i i 
Sue iS) = 2nei 
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II būdas 

Funkciją f, (z) = ESI galima išskaidyti į funkcijų sumą: 
„Ni A Ba B 
Z(z-0) > 7 ža 
A(z—=1)+Bz(z—1)+Cz’ (z -1)+ Dz =1; 

z=0: A=-1; 

Žž=l D=]; 

za C+D=0, C=-l; 

z: B-C =0, =—į; 
Lia 
12 


Dabar duotąjį integralą galime išskaidyti į keturių integralų sumą ir kiek- 
vieną gautąjį integralą suintegruoti pagal Koši integralinę formulę arba jos 


išvadą: 
e“ d 
rie 
3 
jz-2|=3 á (z —1) 
e e í 
=— —dz — — dz — —dz + — dz = 
Ž z? z za 
|--2)=3 “ |z—2|-3 |=—2|=3 |-—-2=3 

IA Rmi zy k dioz = 

= = e =Y || ~2rif) „+ 2rile). = 

=—Ti— 21i — 21i + 21ei = Ti(2e — 5). 
III būdas. 


Panaudosime teoremą apie rezidiumus (žr. 19.11 užduotį). Taškas z, = 0 
yra trečios eilės polius, todėl rezidiumui apskaičiuoti prireiks tokios formu- 


lės: 1 | „Vr-i) 
Res (2 )= p iB(/ (2)- 2-2) . 
Šiuo atveju n = 3, todėl gauname: 
l; e“ 
Res f(z) = 21 DE (z — 1) 


Resf(z)== ia DS e. 


3 j 5 
(e-o! = 


- Z—l Z —1 
$ Eg = 2ai|-2 + el = Ti(2e —5) 
Ia 2 (z-1) k 2 ` 
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3 i 
Išskleiskite funkciją f(z)= z T Lorano eilute taš- Olos 


ko z =2+/ aplinkoje. TTT 
—— Kulio 


Užduotis bus atlikta, kai gausime eilutę, kurios kiekvienas narys bus koks 
nors (z -(2+i )) laipsnis, padaugintas iš bet kokios konstantos. „Madin- 
giausias“ skleidimo eilute instrumentas — nykstamosios geometrinės pro- 
gresijos narių sumos formulė: 


aM 
1-4 
Pirmiausia funkciją f(z) išskaidykime į paprastųjų trupmenų sumą: 
z4+3 A B 
— — 
Ž=L Zl Zr 


A(z+1)+B(z-1)=z+3; 


Fl zal i 
Funkcija f(z) turi du ypatinguosius taškus: z, = 1 ir z, = —1. Apie tašką 


Z yra trys Žiedai, kuriuose f (z) skleisime Lorano eilute: 


I. 0<|z- Zol <|zo—zı| (skritulys su centru z, iki taško z, ), 
II. Iz -2|<|z-2|<|z0 — zl, 
III. Iz -z;|<|z- zol. 


Skleidžiame funkciją eilute (I) zonoje. 


2 2 2 


z-1 zodi a-l k E=: 


Z 
Nesunku įsitikinti, kad (I) zonoje <1. Vadinasi, šį reiškinį galime 


0 
laikyti progresijos vardikliu 4. Eilutę kuriame pagal šią formulę: 


b 
Czrhthathbą +h4 +. 
= 
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k=0 (z —1) k=O (EFi 
Dabar eilute išskleiskime trupmeną 2 
z+1 
Io 1 = 1 f 
z+1 z-z +z% +1 — 
o F Zo + (z +1) l— (z a 
Z Fl 
| s k(z-2- 1) 
Zz-Z Z-Z k(Z-4- 
== 0 + ibn nų = V (-1) AKL “ 
z+1 z%z+1| 541 [5+1 0 (3-+1) 
Taigi funkcijos f(x) eilutė (I) zonoje yra tokia: 
z+3_ + 2 | 


K 


Atkreipkite dėmesį į tai, kad eilutėje nėra neigiamų (z =Z) laipsnių. Taigi 
tai įprastinė Teiloro eilutė, į ją įrašę z = z, reikšmę gauname tą patį, ką ir šią 
reikšmę įrašę į funkciją. 
Nagrinėjame (II) zoną. Visi veiksmai labai panašūs, tik svarbu teisingai at- 
sakyti į klausimą: „Ką iškelti prieš skliaustą?“. 

2 2 2 


j (z z| 5 


Matote, dabar pirmąjį dvinarį iškėlėme prieš skliaustus, nes (II) zonoje 


+ = k=0 


2-1 z=% sl I=ž, 


m ei 
Z-4 
2 2 l-z aT x (1-z j 
= a 2 | aks ais = 
z=. 2— Z—Z% (Z-Z ko (Z= zo) 
æ 2 (—1—1) 
k 


Trupmeną I šioje zonoje išskleidžiame lygiai taip pat, kaip ir (I) zonoje. 


Po to (III) zonoje abu iš pradinės funkcijos gautus dėmenis išskleistume 
taip, kaip pirmąjį dėmenį antroje zonoje. Paprasta! Padarykite tai patys. 
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600666660066( OOO 
Jei šeimoje yra trys vaikai, 


tai bent du iš jų — tos pačios lyties. 


060606006060( OOO 


Išskleiskite funkciją f(z)= sin 


z 7 
iF Lorano eilute Bo 
Z 
taško Z, =—1 aplinkoje. 
19.15 
— — (aids) 


Suteikiame duotajai funkcijai kitą pavidalą: 


B > z+1-1 | 1 | 
sin— = sin =sin|1— ——|= 
1 z+1 Ž 


z+ "Ei g 


: 1 a 
= sin 1 - cos —— — cos1- sin —— 
z+1 


+1 
Dabar pasinaudosime šiomis Makloreno eilutėmis: 
cosx = TRA Sa 
R 
sinx =1-— +— -+ 
A. A 
. Ė 1 | 
sin =sinl-|1 —71 3 + 
(z+1)-2! (z+1) -4! 


1 1 
. - — + = + l= 
z+1 (z+1)-3! (z+1) 5! 
2 cos1 k sin1 = cosl sinl 


+ — 
(2+0 (z4 a (z4 A 


Patikrinkite, kad kai z =Q, tai kairėje ir dešinėje šios lygybės pusėje gauna- 
me tą patį - nulį. 
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19.16 1 
Apskaičiuokite funkcijos f (z) =z*-sin— rezidiumus. 
z 
19.16 
SPRENDIMAS 


Funkcijos ypatingasis taškas yra z, = 0. Išskleiskime funkciją eilute to taš- 
ko aplinkoje: 


a 1 | 
z“ -sin==z:|--— e = 
Z AE e E 
| 1 
=z—— E — + 
z gas 


Funkcijos rezidiumas lygus eilutės koeficientui C , (koeficientui prie 
J. Šiuo atveju: 


(z-z) 1 l 
Res f (z) = ->= —-. 
19.17 m Je 
UŽDUOTIS/ Apskaičiuokite funkcijos f (z) =e'* -cosz rezidiumus. 
19.17 
SPRENDIMAS 


Ypatingasis taškas - z, = 0. Funkcija yra lyginė, todėl jos eilutėje negali 
C 
būti nario ~=, vadinasi, C , = 0. Taigi rezidiumas taške z, (beje, ir vi- 


Z 
suose kituose taškuose, jei būtų bandyta juose skaičiuoti rezidiumus) lygus 
nuliui. 


2r 


2x 
„19.18 \ Apskaičiuokite integralą I—Z- panaudodami 
UŽDUOTIS o 5—4cosx 


rezidiumus. 


19.18 
SPRENDIMAS 


Panaudokime keitinį: e“ = z. 
Integralas pavirs kompleksinio kintamojo funkcijos integralu, nes (prireiks 
Oilerio fomulių): 

z’ +1 z*-1 


dz ; 
dx=—, cosx= , sinx=— 
iz 2Z 2iz 


; 
kai 0< x < 27, tai integruojame apskritimu |z|=1. 
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Šiuo atveju: 


1 —€ if E EBS, 21i: Res LS us 
B zÍ L. 52—27 9 „ai DZ AP 
E iz|5— 4. ——— |-|=1 
2Z 
o a 


+! 2(2—1/2)(z—2) 


dx 
Apskaičiuokite integralą Í ————; panaudoda- Ea is 
+4 
mi rezidiumus. 24 ) 
19.19 
SPRENDIMAS 


Esant tam tikroms sąlygoms (jų ieškokite vadovėliuose; dažniausiai jos tin- 
ka...), teisinga tokia formulė: 


f f(x)dx = zai) Res f(Z,), 


čia z, - funkcijos f(x) ypatingieji taškai viršutinėje kompleksinės plokštu- 
mos pusplokštumėje. 

Š 1 

Siuo atveju f(z ) =—;7——; ir z7 =2i yra antros eilės polius viršutinėje 
pusplokštumėje. (z ) 


f mw Res ——>= 
= +4) =" (2? +4) 


1 


=2ri lim e O 
(z—2i) (z+2i) 


z—2i 


(z—2i) 


19.20 
Apskaičiuokite integralą: J E=—— UŽDUOTIS 
+ 
19.20 
SPRENDIMAS 
82 iz a oo ; 
xe“ dx f xcosxdx || xsinx dx 
IZ E | 


x? —2x+10 x? —2x+10 x? —2x+10 
g —O0 7) 


Pirma apskaičiuokime integralą: 
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ze“ 


Su funkcija f(Z)= —— 
) A ) z“-—2z+10 


apskaičiuojame: 


ze? 
2ri Res f(z)=2ri ———— 
z=1+3i z“—2z+10 


z=143i 
= se (cos1—3sin1)+i T (3cos1+sin1). 
Realioji gautojo reiškinio dalis ir yra ieškomasis integralas: 


°> xcosxdx T 
| —--Z<"(cos1-3sini). 
„1 -24+10 3 


Gali praversti ir menamoji dalis: 


T xsinxdx T 
f —— =_e” (3cos1+ sinl). 
w FIO 3 


Nori pamatyti kompleksines kvadra- y 

tinės lygties šaknis? Metodą paaiškin- 6 

sime pavyzdžiu. 

Tarkime, sprendžiame lygtį 5 
2x* -8x +10=0. 

1. Nubrėžkime funkcijos 4 


y=2x° -8x+10 
grafiką (žr. pav.). 


y=2x-8x +10 


2. Pasukime grafiką 180 laipsnių kam- 
pu apie įsivaizduojamą horizonta- 
lią ašį, einančią per parabolės vir- 
šūnę. 

3. Nubrėžkime apskritimą per taškus, 
kuriuose naujoji parabolė kerta x 
ašį, apskritimo centru laikydami 
atkarpos vidurį tarp taškų. 

Kompleksinės šaknys yra gautojo ap- 

skritimo viršutinis ir apatinis taškai. 

Šiuo atveju tai skaičiai 2+7 ir 2—1. 


L555SS555555555 


386 


19. KOMPLEKSINIO KINTAMOJO FUNKCIJOS 


TT TTT TTT TTT T TTT T TTT T TI Deserras 


Kompleksinio kintamojo funkcija f(z) turi išvestinę tada ir tik tada, kai ji 
atitinka Koši-Rymano sąlygas. Kokios tai sąlygos (žr. 19.8 užduotį)? 
Keliais skirtingais būdais apskaičiuokime f(z) išvestines. 

z=x+iy, 

f(z)=f(x+iy)=u(x;y)+iv(x;y)=u+iv; 


ge js =P (ek la +), = f'(7)-1= f'(-); 


ðu ðv 
Vadinasi, f'(z) = —-+1—. Įdomu tai, kad užtenka dalinių išvestinių vien 


Ox O 


tik x atžvilgiu! 


y Oy 
į AR 5 


Aišku, kad pirmuoju ir antruoju būdu gauta f'(z) turi būti tas pats, todėl 
turi būti teisingos tokios lygybės (palyginkime realiąsias ir menamąsias dalis): 


Tai ir yra Koši-Rymano sąlygos. Pakeliui gavome net keturias formules f(z) 


išvestinei apskaičiuoti: 


j ðu ðv 
Ao 4 
Do 

ðy &x 
2 B 

ôx oy 

0 u 

ðy ð 


387 


( 19. KOMPLEKSINIO KINTAMOJO FUNKCIJOS 


Tegul f(z)= z*. Pažiūrėkime, ką gausime, pavyzdžiui, pagal trečiąją formulę: 


Taigi 2) 


Nesunku įsitikinti, kad tokį pat rezultatą gautume pritaikę bet kurią iš keturių 


f(2)=(x+iy) =x" +2xyi-y?; 


u=x*- y“; 
v= 2xy; 
SA ja Si 
ox Oy 
Pesii tyi (x tiy)= 2z. 


/ 
=2z — kaip realiojo kintamojo funkcijos išvestinė. 


formulių. 


OT TTT IIIIIII 


(OCO)C)eoeoe0e00009 


Jūs tikriausiai esate matematikas, jeigu: 


žavitės lygybe e“ +1= 0; 

galite išvardyti pirmuosius 50 skaičiaus T 
skaitmenis; 

esate bandęs įrodyti didžiąją Ferma teoremą; 
dešimčia būdų galite įrodyti Pitagoro teoremą; 
jūsų telefono numeris yra dviejų pirminių skaičių 
suma; 

tikite, kad diferencialinės lygtys yra labai naudin- 
gos; 

sakydamas moteriai komplimentą pabrėžiate, kad 
jos plaukai tiesūs ir lygiagretūs. 


(OC)C)eoeoe06060009 
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Prie kelio reikia pasodinti keturis medelius, o mede- (| E 
lyne galima gauti ąžuolo, beržo ir klevo sodinukų. EBUO 


Kiek yra pasodinimo variantų? E 
— Anši) 


Pasirinkti pirmąjį medelį (į pirmąją sodinimo vietą) - trys variantai. Paso- 
dinti antrąjį medelį — taip pat trys variantai, nepriklausomi nuo pirmojo 
pasirinkimo. Iš viso pirmus du medelius galima pasirinkti 3-3 = 9 būdais. 
Keturi medeliai - tai 3“ =81 pasirinkimo galimybė. 

Jei yra n pozicijų ir kiekvienos pozicijos elementas gali įgyti vieną iš k reikš- 
mių, tai susidaro k" rinkinių. 

Pavyzdžiui, kiekvienoje kompiuterio baito pozicijoje gali būti 0 arba 1, todėl 
į baitą (8 bitus) galima įrašyti 2“ = 256 dvejetainius skaičius. 

Ši kombinatorinė formulė tinka realizuojant imtį su grąžinimu, pavyzdžiui: 
keliais skirtingais būdais galima ištraukti tris kortas iš 32 kortų kaladės, jei 
kiekviena ištrauktoji korta grąžinama į kaladę? Atsakymas - 32° būdais. 
Įsidėmėkite, kad šiuo atveju rinkiniai laikomi skirtingais, net jei jų sudėtis 
tokia pati. Pavyzdžiui, jei prie kelio augs du beržai ir du klevai (žr. 1 užd.), 
nesakysime, kad renkantis sodinukus variantai bbkk, bkbk, kkbb buvo vie- 
nodi. 


Keliais būdais iš trijų rūšių objektų galima parinkti 
keturis objektus taip, kad rinkiniai skirtųsi sudė- 


timi? 
20.2 
SPRENDIMAS 


Iš pradžių prisiminkime, keliais skirtingais būdais galima išrikiuoti 1 ele- 
mentų. 

Pirmoje pozicijoje gali būti bet kuris iš n elementų. Antroje pozicijoje - bet 
kuris iš likusių (1—1) elementų. Iš viso pirmose dviejose pozicijose galima 
sudaryti n-(n—1) rinkinių. 
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Pratęsę rikiuotę iki paskutinės pozicijos, gauname 
n-(n—1)-(n—2)-...2-1=n! kėlinių. 

Pavyzdžiui, penki žmonės gali išsirikiuoti į eilę 5!= 120 skirtingų būdų. 

Dabar spręskime duotąjį uždavinį, sudarydami tokią schemą: tegul * yra 

skirtukas, atskiriantis vienos rūšies objektus nuo kitų, o | žymi objektą. 

Tada vieną iš objektų parinkimo variantų galima užrašyti taip: ||*|*|. 

Tai reiškia, kad rinkinyje yra 2 pirmos rūšies objektai ir po vieną antros bei 

trečios rūšies objektą. Toks užrašas: *||||* reiškia, kad rinkinį sudaro tik 

antros rūšies objektai. 

Jei turime 1=3 rūšių K =4 objektų, tai užraše yra (1 —1+ k) simbolių. Iš 

jų galima sudaryti (n—1+ k)! kėlinių, tačiau ne visi jie žymi skirtingus rin- 

kinius, nes skirtukų keitimas vietomis (1 —1)! būdais ir objektų keitimas 

vietomis k! būdais nepakeičia simbolinio užrašo, o kartu ir rinkinio sudė- 


ties. 
Vadinasi, skirtingos sudėties rinkinių po k objektų iš n rūšių objektų yra 
(n+k-Ų! nk pn o. 
(n = 1)! k! 5 Cn+k-1 = L iki derinių. 
34+4-1)! ! . 
Atsakymas: ( ) 6 65 5 


(32141 22 


Pažiūrėkite, kaip atrodytų aprašytoji schema, parenkant prie kelio sodina- 
mus medelius, jei būtų nesvarbi medelių pasodinimo tvarka (žr. 1 užd.): 


Ąžuolai + Beržai + Klevai Ąžuolai + Beržai + Klevai 
III > * | a a E 

| | 

l | 


* 
Iil > 
* 


x 3 
* ka x x 


* 233 313 
X X X X 4 43 


390 


20. KOMBINATORIKA 
Keliais skirtingais būdais 5 skirtingas knygas gali- (uš NO 
8 yas 5 UŽDUOTIS 


ma išdėstyti trijose lentynose? 
20.3 
SPRENDIMAS 


Turime k =5 knygas ir n =3 lentynas, galime pritaikyti jau aprašytą sche- 
mą, tačiau įvertinkime tai, kad knygų sukeitimas vietomis sukuria naują 
kombinaciją. Iš tiesų kiekvienas lengvai pastebės, jei dvi toje pačioje arba 
skirtingose lentynose buvusias knygas sukeisime vietomis. 

Taigi formulė pasikeičia taip: 


n+k-l!)! L 

D gretinių. 
5-1)! ! 

O -=T 6:5-4-3=2520. 


Ilgai užtruks namų ruoša, jei sumanysite pamatyti visus gretinius! 


Kiek skirtingų trijų raidžių žodžių galima sudaryti 
iš žodžio MEDUS raidžių? Kiekvieną raidę galima WYŽDUOTIS 


rašyti tik vieną kartą. P 
— (iii 


Iš visų raidžių galima sudaryti 5!=120 žodžių. Iš vienos raidės yra penki 
žodžiai: M, E, D, U, S. Suprantama, žodžio reikšmė čia nenagrinėjama. Iš 
dviejų raidžių galima sudaryti 5-4= 20 žodžių, iš trijų raidžių- 5-4-3 =60 
žodžių. 

Taigi iš n objektų imant (imtis be grąžinimo) k ir įvertinant objektų tvarką 
gaunama A-(n-1)-..(n-k+1)= A; gretinių. 


Kiek yra triženklių skaičių be pasikartojanči „20.5 
y k u P J k UZDUOTIS 


skaitmenų? 
20.5 
SPRENDIMAS 


Pirmasis skaitmuo gali būti vienas iš 9 — negali būti nulis. Antrasis skait- 
muo taip pat gali būti vienas iš 9 - gali būti nulis, bet negali būti toks, kaip 
pirmos pozicijos skaitmuo. Trečiasis skaitmuo gali būti vienas iš 8 dar nebu- 
vusių skaitmenų: 9-9-8 = 648. 
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_ 20.6 Krepšinio komandoje - 12 žaidėjų. Kiek skirtingų žai- 
UŽDUOTIS/ dėjų derinių (po 5) galima pamatyti aikštelėje? 


20.6 
SPRENDIMAS 


Iš viso gretinių (t.y. kombinacijų, kurios skiriasi arba elementų tvarka, arba 

sudėtimi) iš 12 žaidėjų po 5 yra A;,=12-11-...-8. 

Iš šio skaičiaus 5! kombinacijų skiriasi tik elementų tvarka, todėl derinių, kurie 

skiriasi sudėtimi, yra 
ai _ Ah 12:11-10-9-8 

5! 1-2-3-4-5 

Tuo ir įdomus krepšinis! 

Derinių iš n elementų imant k ir reikalaujant, kad deriniai skirtųsi bent vie- 

nu elementu (skirtųsi sudėtimi), yra 


c Ten (neko n! 
sis k! ki(n-k)! 
Prisiminkite, kad C% = CT". 


Sunumeruotų loterijos rutulių yra 49, išridenami 6. Ke- 
UŽDUOTIS/ liais variantais galima atspėti 4 išridentų rutulių nume- 


? 
20.7 rius? 
SPRENDIMAS 


Galima įsivaizduoti taip: lošėjas biliete stengiasi pažymėti 4 „laiminguosius“ 
skaičius ir 2 — bet kokius. Iš šešių laimingųjų po keturis galima sudaryti C; 
derinių, o iš „nelaimingųjų“ po du - C} derinių. Iš viso gali būti CŹ -C1 
skirtingai užpildytų loterijos bilietų, kuriuose bus po 4 atspėtus išridentų 
rutulių numerius. 

Taigi, jei aibėje yra m rūšių objektų n +7, +..+n„=n, čia n - bendras ob- 
jektų skaičius, n;(i =1,m) — i -tosios rūšies objektų skaičius, ir reikia paimti 
po k; kiekvienos rūšies objektų k, +k, +...+ k, =k, tai bendras derinių 
skaičius yra toks: 


ki = k) A 2 km 
CA Ch Chu, 


m 


=11-9-8= 792. 


as Keliais būdais iš 9 žmonių galima sudaryti komisijas po 
2, 3 ir 4 žmones? 
20.8 


SPRENDIMAS 
is Ea AS Li 
1-2 1:2-3 
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Galima samprotauti ir kitaip: iš 9 žmonių galima sudaryti 9! kėlinių. Žmo- 
nių keitimas vietomis vienoje komisijoje kėlinių suskirstymo į komisijas ne- 
keičia, todėl: 9! 

—— =1260. 

21314! 


Keliais būdais galima įrengti laiptus, jei vertika- 
liam pakilimui reikia penkių laiptelių, o horizonta- UŽDUOTIS 


lia kryptimi yra dešimt pozicijų, ties kuriomis gali 


būti pakopos (žr. pav.)? 20.9 
a C 
Samprotaukime taip: iš 10 numerių, 


žyminčių galimas pakopų pozicijas, 

reikia parinkti 5 numerius. Skirtin- 
derinių, o kartu ir skirtingų laip- 

EHe STIN 5 ERP 2 304 5 6 7 8 9 10 

tų, skaičius yra Ci 

Atkreipkite dėmesį, kad taip skaičiuojant „automatiškai“ užtikriname, kad 


dvi pakopos nebus ties viena pozicija. 


20.10 
Keliais būdais 5 vienetus ir 7 nulius galima užrašy- \UŽDUOTIS 


ti taip, kad du ar daugiau vienetų nebūtų greta? TT 
— šio) 


Grįžkime prie ankstesnio uždavinio. Laiptus žyminčią laužtę galima užko- 
duoti taip: 1- vertikali laužtės dalis, 0 — horizontali laužtės dalis. Pavyz- 
džio laiptų kodas yra toks: 01010001010010. Šioje sekoje nėra dviejų vienetų 
greta, nes nėra dvigubo aukščio pakopų. Sekoje yra devyni nuliai (pakopų 
galimų pozicijų skaičius minus vienetas) ir penki vienetai (pakopų skaičius). 
Vadinasi, 5 vienetus ir 7 nulius su nurodytu apribojimu galima užrašyti 
C}, būdais. 


Principai 


Dviejų paskutinių uždavinių sugretinimas rodo analogijų naudą kombina- 
torikoje. Svarbu pastebėti, kaip vienas uždavinys gali būti pakeičiamas kitu 
- jau žinomu ar paprastesniu. Pavyzdys: 

1. Iš urnos, kurioje yra 3 balti ir 5 juodi rutuliai, po vieną su grąžinimu 
(ištraukus ir įsidėmėjus spalvą, rutulys vėl įmetamas į urną) traukiami 4 
rutuliai. Kiek yra galimų ištrauktų rutulių spalvinių kombinacijų? Ar jos 
vienodai tikėtinos? 

2. Moneta metama 4 kartus. Kiek yra galimų herbo ir skaičiaus atsivertimo 
kombinacijų? Ar jos vienodai tikėtinos? 
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Atsakymas į pirmąjį abiejų uždavinių klausimą yra toks pat, todėl ir suran- 
damas gali būti vienodai. Netrukus išnagrinėsime antrąjį uždavinį. 
Atsakymai į antrąjį klausimą yra skirtingi, taigi svarbu matyti ne tik užda- 
vinių panašumus, bet ir skirtumus. 

Dažnai praverčia dar du kombinatorinių uždavinių sprendimo principai: 

1. Sumažinimas. Jei sąlygoje duoti „dideli“ skaičiai, pabandykite iš pradžių 
uždavinį išspręsti paprasčiausiu atveju, su „mažais“ skaičiais. Tik neper- 
lenkite lazdos, nes labai sumažinus skaičius uždavinys gali kokybiškai 
pasikeisti, gali prarasti bendrumo savybę. 

2. Išvardijimas. Galima pabandyti užrašyti visas kombinacijas, apie kurias 
kalbama uždavinyje, jei jų nėra pernelyg daug. Tinkamai pasirinkus už- 
rašymo tvarką, galima „pamatyti“ ne tik atsakymą, bet ir sprendimo for- 
mulę. Nepamirškite, kad uždavinys turi būti išspręstas ne suskaičiuojant, o 
apskaičiuojant. 

Taigi kiek yra galimų herbo ir skaičiaus atsivertimo kombinacijų, metant 

monetą 4 kartus? 

Užrašykime visas galimas kombinacijas dviem būdais: 


ssss Œ 


S S S S 

s ss h ss Sh 
s s h s 214 
s s hh h s s|* 
shss h s s s 
s hsh s s hh 
s hh s s hsh 
shhh Mo E a 
h s s s s hh s 
k s sh h s hs 
h s h s Rikas 
h s hh s hhh 
hhsos 2 
hh s h h h s h|“ 
h h s hhhs 
h h h h h h Ci 


Pirmoji serija rodo, kad kiekvienoje pozicijoje gali būti vienas iš dviejų sim- 
bolių (s arba h), todėl (žr. sekas iš dešinės į kairę) metus monetą vieną kartą 
gaunami du variantai, metus du kartus - keturios kombinacijos (2-2 = 4), 
metus keturis kartus 2 =16 kombinacijų. 
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Antroji serija rodo, kad kiekvienoje sekoje gali būti 0, 1, 2, 3 arba 4 simboliai 
h. Įsivaizduokime, kad simboliui A reikia parinkti vieną ar kelis pozicijos 
numerius iš keturių taip, kad kiekvienas rinkinys skirtųsi bent vienu nume- 
riu. Atsakymą duoda derinių skaičiaus formulė. Pastebime, kad 
C? +C, +C; +C +C} = 2". Tai binominių koeficientų savybė. 

Taigi metant monetą n kartų (n kartų renkantis objektą iš dviejų rūšių 
objektų) susidaro 2” kombinacijų. 


Čempionate 17 šachmatininkų turi sužaisti po vie- ( „20.11 
sjó . . y . : k +. WZDUOTIS 
ną partiją su kiekvienu čempionato dalyviu. Kiek iš 


viso bus sužaista partijų? 
20.11 
SPRENDIMAS 


Pritaikykime sumažinimo ir išvardijimo principus. Tegul šachmatininkų yra 
tik 5. Pirmasis iš jų turi sužaisti keturias partijas su partneriais, antrasis — 
tris partijas, neskaitant jau sužaistos su pirmuoju, ir t.t. 


NAAA 


4+3+2+1=10 
Taigi 17 šachmatininkų sužaistų partijų skaičius S yra lygus: 
S=16+15+14+...+2+1. 
Sią sumą galima rasti pritaikius aritmetinės progresijos sumos formulę: 


S= Lo, .16=136. 


Taigi jei n žaidėjų (komandų) turi sužaisti po vieną kartą kiekvienas su 
kiekvienu, tai turi būti sužaista 
n-1)+1 n-(n-1 
s- CDH pp- 
2 2 


partijų. 
Pritaikę analogijos principą, rasime, kad 1-kampio įstrižainių skaičius D ap- 
skaičiuojamas pagal formulę: 
((n-1 (n- 
PE (n N. (n 3) 
2 2 
6-(6-3) 


Pavyzdžiui, šešiakampis turi D = 2 


=9 įstrižaines. Patikrinkite. 
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Italas Fibonacci (tikrasis vardas - Leonardo Pisano) 1202 metais 
Pizoje išleido veikalą Liber Abaci, kuris paskatino europiečius var- 
toti arabiškus skaitmenis. Veikale yra uždavinys apie triušius. 


Į salą pateko pora triušių. Po mėnesio ji atsivedė porą (patelę ir patinėlį) 
triušiukų. Naujoji pora subręsta per du mėnesius ir atsiveda porą triušiukų 
(apie kraujomaišą nekalbama...), o subrendusi pora kas mėnesį atsiveda po 
porą triušiukų. Kiek porų triušių saloje bus po n mėnesių, jei nė vienas 
triušis per tą laiką nenugaišo ir nežuvo? 


Nubraižykime triušių veisimosi schemą: 


Susidaro tokia Fibonacci (Fibonači) 
seka: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... 
Kiekvienas paskesnis sekos narys ly- 
gus dviejų prieš jį esančių narių su- 
mai. 

Įdomu tai, kad 


lim FC) 45 1,6180334... 
x> F(n) 2 


Šis skaičius — tai jau minėtas (žr. 1 sk.) auksinis santykis. Apytiksliai šis 
skaičius gaunamas imant šeštojo ir penktojo sekos narių santykį E =1,6. 
Fibonačio sekos n-tojo nario formulė: 
n 
p” 2 
B 
n J5 > 


— aukso pjūvis (golden mean). Kokie netikėti ryšiai! 


1+v5 
2 


CLT 
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Karvelidės („Pigeon Hole“) principas: jei karvelidėje yra mažiau narvelių nei 
karvelių, tai bent viename narvelyje gyvena daugiau kaip vienas karvelis. 
Sis akivaizdus teiginys kartais praverčia įrodinėjant teoremas. 


Teorema. Iš n teigiamų sveikųjų skaičių yra du tokie, kurių skirtumas be 
liekanos dalijasi iš n—1. 

Įrodymas. Tarkime, turime skaičius a,, a,, ..., a,. Tegu r. yra liekana, gauta 
padalijus a; iš n—1. Akivaizdu, kad r reikšmė gali būti vienas iš skaičių 
0,1,...,1—2. Taigi yra n—1 galimų liekanos reikšmių, o n skaičių gauname 
n liekanų. Vadinasi, yra du skaičiai a; ir a, , kurių liekanos vienodos. Bet 
tokiu atveju 4; —a, be liekanos dalijasi iš n—1. 


L55S55S5S5555555i 


000000000009(17) © © 


Teorema. Krokodilas yra ilgesnis negu platesnis. 

Įrodymas. 

1 lema. Krokodilas yra ilgesnis negu žalesnis. 

Įrodymas. Pažiūrėkime į krokodilą. Jis yra ilgas ir iš viršaus, ir iš apačios, 
o žalias — tik iš viršaus. Lema įrodyta. 

2 lema. Krokodilas yra žalesnis negu platesnis. 

Įrodymas. Krokodilas yra žalias ir skersai, ir išilgai, o platus - tik skersai. 
Lema įrodyta. Iš pirmos ir antros lemos išplaukia teoremos įrodymas, nes 
ji A>Bir B>C, tai A >C. 


cococcccccco K) OO 


Internete galima ne tik apskaičiuoti, bet 
ir pamatyti, pavyzdžiui, skaičių deri- 
nius. 

Atsiverskite tinklalapį http://www.cut-the- 
cnot.org/Curriculum/Combinato-rics/ 
AllCombinatios.shtml. 

Keiskite skaičius N, M ir stebėkite, kaip 
kinta rodomi skaičių deriniai. 


20. KOMBINATORIKA 


Katalano skaičiai 


Ar jūs pastebėtumėte, kaip gaunama tokia skaičių seka: 1, 2, 5, 14, 42, 132, 
429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, ...? 
Katalanas (Eugėne Charles Catalan, 1814-1894) pastebėjo, kad pagal formulę 
Cn 
n41 
gaunami skaičiai turi įdomių savybių. Pavyzdžiui, Katalano skaičiai parodo, 
keliais būdais taisyklingąjį (n +2) kraštinių daugiakampį galima padalyti į 
trikampius. Pažiūrėkite: 


4 kraštinės, 2 būdai: 


QD 


5 kraštinės, 5 būdai: 


SNS 


6 kraštinės, 14 būdų: 


DVD 
SV2VVUVO 
ISO 
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21. TIKIMYBIŲ 
TEORIJA 


Klasikinis tikimybės apibrėžimas: 


P(A)= mo palankių įvykiui A baigčių skaičius 


n visų galimų baigčių skaičius 


21.1 
Metami du lošimo kauliukai. Kokia tikimybė, kad 


atsivertusių akučių suma bus 7? TE 
—— Karšis) 


Ir pirmasis, ir antrasis kauliukas gali atsiversti 1, 2, ... , 5, 6 akutėmis į viršų. 
Taigi nagrinėjamo įvykio A visų galimų baigčių skaičius n =6-6=36. At- 
kreipkite dėmesį į tai, kad net kartu, o ne po vieną metant kauliukus baig- 
tys, pavyzdžiui, (2;3) ir (3;2) yra skirtingos. Kiekvienas lošėjas patvirtins, 
kad dvigubai daugiau „šansų“ atsiversti dvejetukui ir trejetukui, negu, pa- 
vyzdžiui, dviem trejetukams. 

Palankių įvykiui A baigčių yra šešios: 


(1:6), (6:1), (2:5), (5:2), (34), (453); 


21.2 
Moneta metama penkis kartus. Kokia tikimybė, kad 
du kartus atsivers herbas? 212 


Pastebėkime, kad atsakymas bus toks pat, jei iš karto mesime ne vieną, o 
penkias monetas. 

Visų galimų baigčių skaičius n = 25, nes kiekvieną kartą (kiekviena moneta, 
jei metamos penkios monetos) gali atsiversti herbas arba skaičius. 
Palankių įvykiui A baigčių yra m = Ci ; 

Iš tiesų įsivaizduokite, kad iš penkių skaičių, reiškiančių metimo numerius, 
renkamės du skaičius, reiškiančius metimų, kai atsivertė herbas, numerius. 
Skirtingų porų iš penkių yra EL. 
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142 
P(A)= = +4 —— =, 
v 25 32 32 16 


Šį uždavinį galima išspręsti ir naudojant Bernulio formulę (žr. 21.17 užduotį). 


(Uždavinys suformuluotas Simono Singho „Fermat's Last Theo- 
UŽDUOTIS/ rem“ knygoje). 


Futbolo aikštėje — 22 žaidėjai ir teisėjas. 
Kokia tikimybė, kad bent du iš jų gimimo dieną švenčia 


tą pačią metų dieną? 
21.3 
SPRENDIMAS 


S. Singhas klausia: ką sako jūsų intuicija? Daugelis atsako, kad tokios gali- 
mybės tikimybė yra apie 0,1, gal apie 0,2, bet jau tikrai ne daugiau nei 0,5. 
Patikrinkime. 

Pritaikykime formulę: P(A) =1— P(A), čia įvykis A — visi aikštėje esantys 
žmonės yra gimę vis kitą metų dieną. Skaičiuojame taip: pirmasis žaidėjas 
gimtadieniui „renkasi“ vieną iš 365 dienų (apie keliamuosius metus pamirš- 
kime, - uždavinys supaprastės), antrasis žaidėjas gali būti gimęs bet kurią iš 
likusių 364 dienų, trečiasis — bet kurią iš likusių 363 dienų ir t.t. 

Taipi 365 364 363 343 


P(A)=1 i zx 0,507. 
365 365 365 365 


Treneris turi numatyti, kad kurią nors metų dieną bus švenčiama dviejų žaidėjų 
(o gal žaidėjo ir teisėjo?) gimimo diena. 


Žinoma, kad ant 9 užverstų kortelių užrašytos raidės A, 
UZDUOTIS A, A, A, K, K, R, T, T. 


Kokia tikimybė, kad, po vieną atverčiant ir dedant į eilę 
korteles, susidarys žodis KATARAKTA? 


21.4 
SPRENDIMAS 


Iš viso devynias korteles galima išrikiuoti 9! būdais. Tarp jų yra ne vienas 
rinkinys, sudarantis žodį KATARAKTA, nes žodis išlieka visais galimais bū- 
dais tarpusavyje keičiant raides K (2! variantų), A (4! variantų) ir T (2! va- 
riantų). Taigi 21:41:21 l 


PA =E 
a 9! 3780 
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Pirmasis šaulys į taikinį vienu šūviu pataiko su ti- 21.5 
kimybe 0,7, antrasis šaulys — su tikimybe 0,8. Pir- 
masis šaulys į taikinį šovė du kartus, antrasis — tris. 
Kokia tikimybė, kad į taikinį: 

1) nė karto nepataikyta (įvykis K); 

2) pataikyta tris kartus (įvykis L); 


3) bent kartą pataikyta (įvykis M). TE 
—Knššo) 


Pažymėkime įvykius: A(A) - pirmasis šaulys pataikė (nepataikė) vienu šū- 
viu, B(B) - antrasis šaulys pataikė (nepataikė) vienu šūviu. 
P(K)= P(AUAUBUBUB)= P(A)-P(A)-P(B)-P(B)-P(B)= 
= 0,3-0,3-0,2-0,2-0,2 = 0,00072. 
P(L)=P(AABBBUAABBBUAABBBUAABBBUAABBBŲ 
UAABBBUAABBBUAABBBUAABBBUAABBB)= 
=3-0,7-0,7-0,8-0,2-0,2 +3-0,7-0,3-0,8:0,8-0,2 + 
+3-0,7-0,7-0,8-0,8-0,2 +0,3-0,3-0,8-0,8-0,8 = 0,2544. 
P(M)=1- P(K) = 0,99928. 


Aštuoni žmonės sodinami prie apskrito stalo. Kokia / „21.6 
UZDUOTIS 


tikimybė, kad Jis ir Ji bus pasodinti greta (įvykis A)? 
21.6 
SPRENDIMAS 
l būdas 


N žmonių išrikiuoti į eilę galima N! būdais, o susodinti ratu - (N —1)! bū- 
dais. Antruoju atveju įsivaizduokite, kad pirmasis žmogus atsisėda bet ku- 
rioje vietoje, o likusieji keisdamiesi tarpusavyje sukuria visas galimas kom- 
binacijas. 

Taigi 8 žmones susodinti prie apskrito stalo galima 7! būdais. Tarkime, kad 
Jis ir Ji jau susikibo rankomis ir tapo „neperskiriami“ - kaip vienas svečias. 
Tada 7 „subjektai“ gali būti susodinti 6! būdais. Prie stalo susikeisdama vie- 
tomis porelė padvigubina palankių nagrinėjamam įvykiui baigčių skaičių. 


.6! 
na 
T 7 
II būdas 
Tegul Ji pirma atsisėda prie stalo. Jam lieka 7 pozicijos, dvi iš jų (Jai iš kairės 
ir iš dešinės) palankios įvykiui A (tikėkimės, kad ir Jam), todėl: 


2 
P(A)=. 
(A) 7 


21. TIKIMYBIŲ TEORIJA 


21.7 Į lentyną sustatomos 9 knygos. 

UŽDUOTIS/ Kokia tikimybė, kad tarp jų esančios 3 matematikos kny- 
217 gos atsidurs greta (įvykis A)? 

Gaim —— — 


Knygų išdėstymo variantų yra 9!. Laikydami visas matematikos knygas vienu 
objektu gauname 7! sustatymo variantų. Matematikos knygas galima keisti 
vietomis (3! variantų). 
17! 
P(A)= LA E E 
a 2 12 


Iš 32 kortų malkos ištraukiame tris kortas. 
UZDUOTIS/ Kokia tikimybė, kad tarp jų yra pikų tūzas ir čirvų da- 


ma? 
21.8 
SPRENDIMAS 


I būdas 
m 
Pasinaudokime klasikiniu tikimybės apibrėžimu: P(A)=—. 
n 
Galimų variantų skaičius n= C}. Palankių įvykiui A baigčių skaičius 
m=C!-C|-Clj, nes reikia paimti dvi konkrečias kortas ir vieną bet kurią iš 


likusių 30 kortų: 


Ee 30 
PA A = 0,006. 
1-2-3 


II būdas 
Įsivaizduokime, kad tris kortas traukiame po vieną (be grąžinimo). Pažymė- 
kime įvykius: T — ištraukti pikų tūzą, N - ištraukti bet kokią kortą, D - 
ištraukti čirvų damą. Tikimybę skaičiuojame pritaikydami nesutaikomų įvy- 
kių sumos ir priklausomų įvykių sandaugos tikimybių formules. Įvykių 
sumą ir sandaugą žymėsime algebriniais, o ne aibių sąjungos ir sankirtos 
ženklais. 
P(A)= P(TDN +TND + NTD + DTN + DNT + NDT) = 


1 1 30, 1 30 1 30 1 1 1 1 30 


33 3130 32 31-30 32 31 30 32 31 80 
i 01,01 1 630 


= 0,006. 


+ Panone 
32 31 30 32 31 30 32-31-30 

Principai 
Pritaikykime uždavinio apimties sumažinimo, analogijos ir variantų užra- 


šymo principus. 
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Urnoje yra šeši rutuliai: vienas juodas, vienas bal- 21.9 
tas ir keturi margi. Ištraukiami keturi rutuliai. Ko- WWŽDUOTIS 


kia tikimybė, kad tarp ištrauktųjų yra juodasis ir 


baltasis rutuliai? 21.9 
SPRENDIMAS 


Juodas ir baltas rutuliai yra ankstesnio uždavinio pikų tūzo ir čirvų damos 
analogai. Įsivaizduokime, kad visi rutuliai sunumeruoti. Surašykime visus 
skirtingus numerių po keturis rinkinius: 


1234 1245 1345 1456 2356 
1235 1246 1346 2345 2456 
1236 1256 1356 2346 3456 


Dabar užtenka priskirti bet kurį numerį juodajam rutuliui ir bet kurį kitą 
numerį — baltajam rutuliui. Tarkime, kad juodojo rutulio numeris yra 2, o 
baltojo — 5. Sąraše paryškintos įvykiui A palankios baigtys. 


G 6 2 


P(A)=—1-=—=<. 
5 Iš A 


Iš urnos, kurioje yra 5 juodi ir 3 balti rutuliai, iš- 21.10 
traukiami trys rutuliai. Kokia tikimybė, kad du iš WŽDUOTIS 


ištrauktųjų rutulių yra juodi (įvykis A)? 
21.10 
SPRENDIMAS 
l būdas 


Pritaikę nesutaikomų įvykių sumos ir priklausomų įvykių sandaugos tiki- 
mybės formules, gauname: 

P(A)= P(jjb + jbj + bjj) = P(jjb) + P(jbj) + P(bjj) = 
SA3 23A 134 42 DB 


II būdas 

Iš viso iš 8 rutulių galima sudaryti Cš derinius, kurie skiriasi elementų su- 
dėtimi. Palankią įvykiui A baigtį gausime iš 5 juodų rutulių paėmę 2 (deri- 
nių skaičius z) ir tai papildę vienu baltu iš trijų rutulių (c). Pagal klasi- 
kinį tikimybės apibrėžimą gauname: 

C-C} 10-3 _ 15 


P(A)= =—=Z. 
i CG 87 28 


403 


21. TIKIMYBIŲ TEORIJA 


21.11 P . . " . . . . 
arodytoje elektros grandinėje sujungti nepriklausomai 


vienas nuo kito veikiantys elementai, kurių sugedimo 
(nutrūkimo) tikimybės yra: 
P(A,)=0,1; P(A,)=0,2; P(A,)=0,3; 


P(A,)=0,4; P(A,)=0,5. 


Kokia tikimybė, kad srovė iš 1 taško į 2 tašką netekės? 


21.11 
SPRENDIMAS 
Įvykis A - srovė grandine netekės - išreiškiamas įvykiais Ąj,..., 4; : 
A= Aj U (A, NA) U (4; N 4A, N 4;). 
Sumos (sąjungos) dėmenys yra sutaikomi įvykiai, todėl: 
P(A) = P(A) + P(A, 145) + P(4 N 4, 145) — P(A N A 145)— 
—P(Ą NANANA )- P4 145144, 145) + 
+ P(A; NA N4NANA)= 
=0,1+0,2-0,5+0,3-0,4-0,5—0,1-0,2-0,5— 0,1-0,3-0,4:-0,5— 
—0,2-0,3-0,4-0,5 +0,1-0,2-0,3-0,4-0,5 = 0,2332. Z 
Dabar raskime tikimybę, kad srovė iš 1 taško į 2 tašką tekės (įvykio A 
tikimybę). 
A=(A, NA N4 )U(4 NA, n4 )U(A, N A). 
A=P(AĄ1A,1A))+P(A NA 1A4)+ P(A NA )- 
— P(A, NA, N4 NA )-— PA NANANA )- 
-PANANANA)+PANALNALNANA)= 
=0,9-0,8-0,7 +0,9-0,8-0,6 +0,9-0,5—0,9-0,8-0,7-0,6— 
—0,9-0,8-0,7-0,5—0,9-0,8-0,6-0,5 +0,9-0,8-0,7-0,6-0,5 = 
= 0,7668. 
Akivaizdu, kad P(A)=1- P(A). Taip ir galėjome apskaičiuoti P (A), tačiau 
norėjome parodyti pasirinkimo galimybę: jei reikia apskaičiuoti P(A) arba 
P(A), iš pradžių verta užrašyti abu įvykius (A ir A), išreikštus elementa- 
riais įvykiais, ir numatyti, kurio įvykio tikimybę lengviau skaičiuoti, o pas- 
kui pasinaudoti ryšio formule: 


P(A)=1- P(A). 
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Elektros grandinėje sujungtų elementų sugedimo 21.12 
(nutrūkimo) tikimybės yra: UŽDUOTIS 
P(A,)=0,3; P(A,)=0,8; P(A,)=0,5; P(A,)=0,9. 

Kokia tikimybė, kad srovė: 


a) netekės (įvykis A); 
b) tekės (įvykis B)? 


21.12 
SPRENDIMAS 
Vietoje aibių sąjungos ir sankirtos ženklų vartodami algebrinius sumos ir 
sandaugos ženklus (taip vaizdžiau), užrašome įvykį: 
A= A +((4; +4) 4); 
Pritaikę nepriklausomų įvykių sandaugos ir sutaikomų įvykių sumos tiki- 
mybės formules, gauname: 


P(A) = P(A) + P(A5A, + 4344) — P(A,A5A, + 4,4344) = 
= P(A ) + P(A,A,) + P(A,A,)— P(A,A5A;) 
— P(A A, 44) — P(A,A5A,) + P(A, 454544) = 
=0,3+ 0,8-0,9 +0,5-0,9 —0,8-0,5-0,9 — 
—0,3-0.8-0,9—0,3-0,5-0,9 +0,3-0,8-0,5-0,9 = 0,867. 
P(B)=1— P(A)=1—0,867 = 0,133. 
Pirma galima surasti įvykio B tikimybę, o paskui - įvykio A tikimybę: 
B,=Ą. B= B-(B, +(B;-B;)). 
P(B)= P(B.B,) + P(B B,B;)— P(B,B,B,B,) = 
=0,7-0,1+0,7-0,2-0,5—0,7-0,2-0,5-0,1 = 0,133. 
P(A)=1— P(B) =1-— 0,133 = 0,867. 


Kuris variantas geresnis? 


Raštininkė turi tris skirtingus laiškus ir tris vokus 21.13 

su užrašytais adresais. Kokia tikimybė (įvykio A), kad WŽDUOTIS 

nė vienas laiškas nepateks į tinkamą voką, jei rašti- 

ninkė atsitiktinai sudės laiškus į vokus? 21.13 
- 

P(A)=1—P(A),čia A - bent vienas laiškas pateks į tinkamą voką. 
P(A)= P(L L UL UL5)= P() + P(L5) + P(L5)— 

-PLAL)-PALNL)-PLNL)+PLNLNANL), 


čia L, — i-tasis laiškas pateks į tinkamą voką. 


405 


( 2I. TIKIMYBIŲ TEORIJA 


~ 1 1 1,1l 11 1 1 2 
P(A|)=>-+-+ lis] — 
(a) 3 3 3 732 32 2 6 3 
2 6) 2 6 3 


= + tem, 
2! 3! 4! 5! 6! 
O jei vokų ir laiškų būtų begalybė (visą gyvenimą raštininkė laiškus į 
vokus deda atsitiktinai...)? 


1 1 1 


l 
Užrašykime — laipsninę eilutę: 
e 
l l1 1 1l 


SEE E T 
e 2 314] 


Taigi begalybės atveju P(A) 2A x~ 0,368. 

e 
Keisčiausia, kad didinant laiškų ir vokų skaičių tikimybė P (A) beveik 
nesikeičia! 


mmømmømmmømmmtøemmøtmmhmmmmmmmmm 


Geometrinis metodas 


Taikomas tada, kai tikimybė patekti į kokią nors sritį yra proporcinga tos 
srities geometriniam matui (ilgiui, plotui, tūriui). Jei O — visos srities matas, 
o 4- palankią įvykiui A baigtį atitinkančios srities matas, tai įvykio A tiki- 
mybė yra: 
P(A)=Ž. 

Q 
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Jaunuolis susitarė susitikti su mergina. Į pasimaty- 21.14 
mą kiekvienas iš jų gali ateiti bet kuriuo momentu WŽDUOTIS 
susitartos valandos intervale. Jaunuolis atėjęs lau- 


kia 15 minučių, mergina - 5 minutes. Kokia tikimy- 
bė, kad jie susitiks (įvykis A)? 


21.14 
SPRENDIMAS 


Tarkim, kad m ašyje atidedamas merginos, o j 1 Aj 
ašyje — jaunuolio atėjimo į pasimatymą mo- 
mentas. Kvadrato, kurio kraštinė vienetas 
(sutartos valandos intervalas), įstrižainės (žr. 
pav.) taškai rodo palankius susitikimui mo- 
mentus, jei abu paskyrusieji pasimatymą at- 
vyktų tiksliai tuo pačiu metu. Paryškintos zo- 
nos, kurių bendras plotas g, rodo palankius 
susitikimui momentus įvertinus laukimą. Pri- 
taikome geometrinį metodą: 


2 2 
24) (io) 
4 12 43 43 
= g=1-YAL-U1 2 pla = S 
£ $ 2 2 144 2 144 
Biufono (George Louis Leclerc, Comte de Buffon) 
uždavinys. UZDUOTIS 


Adata, kurios ilgis /, metama ant suliniuoto popie- 
riaus. Atstumas tarp linijų d > l. Kokia tikimybė, kad 


nukritusi adata kirs kurią nors liniją? 21.15 
SPRENDIMAS 


Adata kirs liniją, jei atstumas c (žr. pav.) 
bus mažesnis už /siny. Pritaikykime geo- 


d 
metrinį tikimybės skaičiavimo metodą. Me- 
tant adatą vienodai tikėtina, kad c įgis bet 
kurią reikšmę iš intervalo [0:d i o y -bet 
Ac kurią reikšmę iš intervalo [0: 7). 
d 


Palankią įvykiui A (adata kerta liniją) baigtį 


Kr 2 rodo taškai, esantys po sinusoide /siny. 
y — Stačiakampio plotas S = 7d. Plotas 
) S = [Isinpdp= 2. 
0 
LA + 


S 
T P(A)= 2. = —. 
? : S nd 


vja 


21. TIKIMYBIŲ TEORIJA 


Gautasis rezultatas gali būti panaudotas skaičiaus 7 reikšmei rasti vadina- 
muoju Monte Karlo (Monte Carlo) metodu. Iš tiesų metant adatą daug kartų 


(arba daug adatų vieną kartą) galima rasti tikimybės P(A) įvertįį P` (A). 
Tada E 2] 
P'(A)-d 

Pavyzdžiui, 1864 metais kapitonas O. Foksas (O. C. Fox), gydydamasis po 
sužeidimo, 3 colių ilgio adatą ant suliniuoto paviršiaus (d = 4 coliai) metė 
500 kartų. Adata kirto liniją 236 kartus, todėl buvo gauta, kad m =3,1780. 
Po to O.Foksas patobulino eksperimentą: po kiekvieno metimo pasukdavo 
paviršių 90 laipsnių kampu. Metus adatą 530 kartų, palankių baigčių buvo 
253, todėl 7 =3,1423. Pasirinkęs /=5 ir d= 2, eksperimentatorius gavo dar 
tikslesnį rezultatą m =3,1416. Įdomu, ar formulė tokia pati, kai d <1? 


21.16 Strypas perpjautas dviejose atsitiktinai pasirinktose 
UZDUOTIS/ vietose. Kokia tikimybė įvykio B, kad iš gautų strypelių 


galima sudaryti trikampį? 


21.16 
SPRENDIMAS 


Teoriškai kiekvieno iš gautų strypelių a, b, c 
ilgis gali būti artimas duotojo strypo ilgiui A 
— jei abu pjūviai bus arti strypo galo. Ribinis 
„trikampis“ gaunamas tada, kai vienas stry- 
pelis yra be galo trumpas, o kiti du - po pusę 
A ilgio. 

Įvertinę tai, galimus strypų ilgius galime paro- 
dyti grafiškai. 

Užbrūkšniuotas trikampis yra ta sritis, kurios 
taškus atitinkantys strypelių a, b, c ilgiai bus 
tinkami trikampiui sudaryti. 

Nesunku pastebėti, kad užbrūkšniuoto trikampio plotas lygus ketvirtada- 
liui trikampio, atitinkančio visus galimus strypelių ilgius, ploto. Pagal 
geometrinės tikimybės formulę gauname: 


a 
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Bernulio formulė 
Atliekame 1 bandymų. Kiekvieno bandymo metu įvykis A pasirodo su tiki- 


mybe p, nepasirodo - su tikimybe g=1— p. Tikimybė, kad įvykis A pasirodys 
lygiai k kartų apskaičiuojama pagal Bernulio formulę: 


P.(k)=C,p'4"". 


Lošimo kauliukas metamas penkis kartus. Kokia ti- / 21.17 

kimybė, kad šešetukas atsivers ne mažiau kaip du WYŽDUOTIS 

kartus (įvykis A)? 21.17 
SPRENDIMAS 


Pasinaudodami Bernulio formule skaičiuokime priešingo įvykio (šešetukas 
neatsivers nė karto arba atsivers tik kartą) tikimybę ir pasinaudokime for- 
mule 


P(A)=1- p(A): 
0 5 1 4 
l 5 Li 
P(A)=1-C9|-| |> -afi B = 
g sf B *(6) (6 
5 4 
=1-5-Ž7=1-08-=02. 


Apibendrintoji Bernulio formulė 


Sakykime, atliekant kiekvieną eksperimentą gali įvykti vienas iš įvykių 
A, Ap, = Am» kurių tikimybės Pi; P2» -> Pm» Pi + P2 +--+ Pm =! nekinta. 
Tikimybė, kad po n bandymų įvykis A, pasirodys k, kartų, įvykis A, —k, 
kartų, įvykis 4„—k„ kartų yra 

n! 


HA 


ki „kok 
PPS Ph": 
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21.18 Į stačiakampį su įbrėžta parabole (žr. pav.) metamos ke- 
UZDUOTIS/ turios dalelės. Kokia tikimybė, kad nė viena iš trijų da- 


ES lių neliks tuščia (įvykis A)? 
Gion) —— 


Pritaikysime geometrinį metodą ir api- y 
bendrintąją Bernulio formulę. Srities 1 
S, plotas yra 


2 
4 
a = 2 = 
=) x Miesz 
Stačiakampio plotas lygus 2. 
2-4 
S = 55 = A = L 
2 3 
Tikimybė vienai dalelei pataikyti į atitinkamą sritį yra lygi tos srities ploto 
santykiui su stačiakampio plotu: 


Pastebėkite, kad p, + p; + p =1. Pasinaudodami apibendrintąja Bernulio 
formule gauname: 


P(A)=Ž Ba p+. PPD) K apr p 
2 2 
6) 63 603) 6| 9 


„21.19 Iš dėžės, kurioje yra 2 balti, 3 juodi ir 4 raudoni rutuliai, 
UZDUOTIS/ atsitiktinai traukiami 6 rutuliai. Kokia tikimybė, kad bus 


ištraukti 3 raudoni, 2 juodi ir vienas baltas rutulys? 
21.19 
SPRENDIMAS 


Jei atranka negrąžinamoji (priklausomieji eksperimentai), tai 


Tinka apibendrintoji Bernulio formulė: 


557 TI BEG: 
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Pirmoje urnoje yra 4 balti ir 2 juodi rutuliai, antroje 21.20 

- 2 balti ir 4 juodi rutuliai. Vienas atsitiktinis rutu- 
lys iš antros urnos perkeliamas į pirmą, po to vienas 

atsitiktinis rutulys iš pirmos urnos perkeliamas į an- 

trą. Kokia tikimybė įvykio A - po abiejų perkėlimų 

iš antros urnos ištraukti baltą rutulį? 


21.20 
SPRENDIMAS 
Panaudosime pilnosios tikimybės formulę: 


n 
P(A)=) PH): Py, (A). 23 >0 
i=l 
Suformuluojame hipotezes: 
H,- iš antros į pirmą urną perkeltas baltas ola OO 
rutulys ir iš pirmos į antrą perkeltas bal- ee 0000 


tas rutulys; 
H,- baltas - juodas; 
„— juodas - baltas; 
H,- juodas - juodas. 


Hipotezių tikimybės skaičiuojamos pasinaudojant įvykių sandaugos ir są- 
lyginės tikimybės formulėmis. 


25 5 23.43 
PES PO is = 2 Ne 
(H,)= PO S= 5 ar T 

44 8 43 6 
ai A AAA Bria, 
H= 7 d (H) =5 75 

Patikrinkime: 

P(H)+ P(H5)+ PCH) +P) => Caa 
j f j : 2 21 a 


(pastebėkite, kad patogu, kai trupmenų vardikliai vienodi, todėl — nepras- 
tinome). ai 


P(A) = P(H,)- Pu (A) + P(H3): Pu, (4) + 
+P(H3): Py, (4A) + P(H4): Py, (4) = 
BEA 2 21 8 Hm 2 48 8 


=+—--1— 
-26 216 216 216 26 21 


Pastebėkime, kad prieš rutulių perkėlimą tikimybė iš antros urnos ištraukti 
2.1 
baltą rutulį buvo e y o po perkėlimų padidėjo iki Z Kertame lažybų, 


kad po 100 perkėlimų ši tikimybė būtų labai artima Z 
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21.21 Mama parengė kalėdines dovanėles savo trims vaikams. 
UZDUOTIS/ Lentelėje parodyta, po kiek įvairių rūšių saldainių ma- 
ma sudėjo į parengtus dovanų maišelius. 


„Kaukė“  „Karvutė“ „Legenda“ „Voveraitė“ 


Arūnas 5 4 7 4 
Dovilė 3 8 2 7 
Martynas 4 3 5 8 


Bekilnojant maišelius, iš vieno iškrito „Legenda“ ir „Vo- 
veraitė“. Kokia tikimybė, kad tai Dovilės maišelis? 


21.21 
SPRENDIMAS 
Panaudosime pilnosios tikimybės ir Bejeso formules. Pradinės (apriorinės) 


hipotezių, kad maišelis, iš kurio iškrito saldainiai, yra Arūno (H,), Dovilės 
(H,) ar Martyno (H,), tikimybės - lygios: 
1 l 1 
P(H)=>; P(H,)=-; P(H;)=-. 
(H)=3; P(Œ)=3; P(H)=— 
Iš tiesų, kol nepamatėme iškritusių saldainių, nebuvo jokių motyvų vieną 
maišelį laikyti labiau tikėtinu už kitą. Apskaičiuojame įvykio A - iš maišelio 
„ištraukti“ saldainius „Legenda“ ir „Voveraitė“ - tikimybę: 
P(A)= P(H)- Pu, (A) + P(H5)- Pu, (A) + P(H3): Pp, (A). 


3 Co 3 Ch 3 Ch 
28 14 40 82 


"34190 3-190 3-190 3-190" 
Bejeso formule patikslinama pasirinktos hipotezės tikimybė po to, kai nagri- 
nėjamas įvykis pasirodo: 


8 
O+0+8+0+0 
Tai reiškia, kad skaičiuojamas vieno dėmens, esančio pilnosios tikimybės 
formulėje, santykis su visa suma pagal pilnosios tikimybės formulę. 
Šiuo atveju: 14 


Bejeso formulę lengva paaiškinti tokia schema: 


Nesunku pastebėti, kad saldainiai tikriausiai iškrito iš Martyno maišelio. 
Atiduokime saldainius Martynui! 
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Trys paskutiniai šio skyriaus uždaviniai primins jums, kaip rasti pagrindi- 
nes atsitiktinių dydžių charakteristikas: vidurkį, dispersiją, koreliacijos koe- 
ficientą, regresijos kreives. 

Iš karto rodome dvimačius atsitiktinius dydžius, nes juos nagrinėjant neiš- 
siverčiama be formulių vienmačiams dydžiams. 


Įrodysime, kad 1 = 3. 966006600666(J( JL) 


Tegul A reiškia „atviros durys“, o B — „uždaros durys“. 

Akivaizdu, kad E A= 4 B („pusiau atviros durys yra pusiau uždaros 
durys“). Suprastinę gauname: A= B. 

Be to, A = 8. Padauginę šią lygybę iš 4 gauname: A= 3B. 
Įrašę A vietoj B (nes A= B ) ir suprastinę iš A gauname: 1 = 3. 


00000606060669(J(IJ(L) 


Marko Haddoko knygoje „Tas keistas nutikimas šuniui naktį“ 
aprašyta tokia istorija. 

JAV televizija organizavo Žaidimą. Studijoje už dvejų durų stovėdavo po 
ožką, už trečių - automobilis. Žaidimo vedėjas išsikviesdavo vieną iš studijo- 
je esančių žmonių ir pasiūlydavo jam spėti, kur yra laimėjimas. Žinoma, visi 
norėdavo ne ožkos, o automobilio! Žaidėjui pasirinkus duris, vedėjas atida- 
rydavo kitas ir parodydavo, kad už jų - ožka. Tada žmogui pasiūlydavo, jei 
jis to pageidauja, pakeisti savo nuostatą ir pasirinkti dar neatidarytas duris. 
Kaip jūs pasielgtumėte — liktumėte prie savo pasirinkimo ar pakeistumėte 
duris? 

Regis, koks skirtumas: visada lieka dvejos durys - „laimingos“ ir „nelaimin- 
gos“! Abiem atvejais tikimybė atspėti, kur yra automobilis, lygi 1/2. Taip ma- 
nė ir dauguma žaidimo dalyvių, televizijos žiūrovų, todėl jie sukėlė tikrą 
audrą, kai viena intelektualė pasiūlė visada keisti pasirinkimą. Neva tada 
tikimybė laimėti automobilį padidėja dukart! Tam pritarė ir minėtos knygos 
herojus. 

Užsukite į tinklalapį http://math.ucsd.edu/-crypto/Monty/Montytitle.html ir 
patys galėsite pažaisti šį žaidimą. 

Remiantis principu, panašiu į Reductio ad absurdum, galima įrodyti, kad siū- 
lantieji keisti pasirinkimą yra teisūs. Padidinus, sumažinus ar kitaip pakei- 
tus duomenis, kartais tiesa savaime paaiškėja. 

Įsivaizduokite, kad yra ne trejos, o 100 durų. Kokia tikimybė, kad spėdamas 
pasirinkai duris, už kurių stovi ožka? Akivaizdu - 99/100. Kai laidos vedėjas 
atidarys 98 duris, kas labiau tikėtina: kad tu stovi prie savo pasirinktų durų, 
už kurių ožka, ar prie durų, už kurių —- automobilis? Atrodo, dabar sutiksi- 
te, kad visada verta keisti pasirinkimą... 
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21.22 Dvimačio atsitiktinio dydžio (X,Y) skirstinys yra toks: 
UŽDUOTIS 
Q,/Q, -2 -1 0 1 2 3 4 Ð 


-0,1 0,2 0,1 0,3 
0 0,2 0,01 0,1 0,31 
0,1 0,01 0,1 0,02 0,13 
0,2 0,01 0,02 0,03 
0,3 0,01 0,02 0,2 0,23 


> 0,21 0,21 0,01 0,01 0,12 0,12 0,32 1 


Raskite koreliacinę matricą, koreliacijos koeficientą ir 
duomenis regresijos kreivėms sudaryti. 


SPRENDIMAS 

Apskaičiuojame MX, MY, M(XY), DX, DY. 

MX =-2-0,21—1-0,21+1-0,01+2-0,12 +3-0,12 +4-0,32 = 1,26. 

MY = —0,1-0,3 + 0,1-0,13 + 0,2-0,03 +0,3-0,23 = 0,058. 

MX? =4-0,21+1-0,21+1-0,01+4-0,12+9-0,12+16-0,32=7,74. 

MY? =0,01-0,3 + 0,01-0,13 + 0,04-0,03 + 0,09 -0,23 = 0,0262. 

M(XY)=-—2-0,3-0,01+(—1)-(—0,1)-0,2+(—1)-0,2-0,01+ 2-0,1-0,1 + 
+2-0,3-0,02 +3-0,2-0,02 + 4-(—0,1)-0,1 + 4-0,1-0,02 + 4-0,3-0,2 = 
= 0,264. 


DX = MX? — (MX) 


2 


DX =7,74- (1,26) = 6,1524. 
DY =0,0262 — (0,058)* = 0,023. 


Apskaičiuojame kovariaciją, koreliacijos koeficientą ir sudarome koreliacinę 
matricą. 


cov(X,Y)= M(X,Y)— MX -MY. 


cov(X,Y)=0,264—1,26-0,058 ~ 0,19. 


_ cov(X,Y) ù| DX cov( X,Y) 
VDX -DY - [co(X,Y) DY 
0,19 6,15 0,19 
pmm LA = 
„/6,1524-0,023 0,19 0,023 
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Regresijos kreivėms sudaryti reikia plokštumos (x, y) taškų su tokiomis 
koordinatėmis: 


(A= 15 y=M(Y|X=5x,)), 


(+= M(X|Y=»;): y=;). 
Diskrečiojo atsitiktinio dydžio sąlyginius vidurkius skaičiuojame taip: 


Pij 
MPE RES Di = ) Pi. 
j j i j 


P ij 


M ie R en e dj =$ pj. 
i i j i 


x=-2; H= 
y=0 3 6614. y=0,1- 01 +05-9 ia 
0,21 0,12 0,12 
Xx=-l; K=3i 
| 
Lidija a E Lina ias, 
0,21 0,21 0,12 0,12 
x=0; x=4; 
yani i: y =(—0,1)- S TE i 06, 
0,01 0,32 0,32 0,32 
x=l; 
0,01 
=0.——=0. 
d 0,01 
Duomenys kitai kreivei: 
+ 4 = 0,67; 
0,3 0,3 
y=-01. 
x =(-2) 2 +1 Mig, 21 = —0, 29; 
0,31 0,31 0,31 
y=0. 
papa TENE E T, 


+ = 
0,13 0,13 0,13 
y=0,l. 
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0,01 0,02 


x=(-|)- —-+3- =1,67; 
0,03 0,03 
y=0,2. 
sagų E TRE 
0,23 0,23 0,23 
y=0,3. 


Išdėstykite gautus taškus koordinačių sistemoje ir pagalvokite apie galimas 
regresijos kreives. Regresijos tiesę bematant galite nubrėžti atvertę tinklalapį: 
http://www.7stones.com/Homepage/Publisher/LinkReg.html. 


Sankt Peterburgo paradoksas. 
Naujame kazino pasiūlė tokį žaidimą: moneta metama tol, kol atsiverčia 
herbas. Jei herbas atsiverčia n -tąjį kartą išmetus monetą, žaidėjas gauna 
2" eurų. 

Kiek sutiktumėte mokėti už teisę sužaisti tokį žaidimą? l 
Paradoksas yra tai, kad galima laimėti suma yra begalinė! Nors tikimybė, 
kad iškart laimėsite daugiau kaip 4 eurus, yra tik "A (apskaičiuokite!). Tai 
kiek mokėsite? 


Dvimatis atsitiktinis dydis (č,1) tolygiai (vienodai) pa- 
UZDUOTIS/ siskirstęs trikampėje srityje (žr. pav.). Raskite vienma- 


21.23 
SPRENDIMAS 


čius tankius P(x) ir P,(y). Sudarykite dydžių ¢ ir n 
koreliacinę matricą. Ar € ir 1 yra priklausomi? Ar ¢ ir 
n koreliuoti? 


Trikampio plotas yra S -;-3-2 =3, 


1 
—, X,ys AABC, 
P; „(x y) = 3 7 


0, x,y E€AABC. 


Apskaičiuojame komponentų Ė ir 7 tankius, 
prieš tai sudarę trikampio kraštinių lygtis. 
x-0 y-2 


=x+2. BC: =——, =2— 21. 
7 1-0 0-2 4 
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Ti 1 
|59-;56+2, x e[-2;0]; 
BEG)= + 1 
| 154572 x e[0;1]. 
pe(x)=0, x€[-2;1] 
2-y 
Ake = 
P,O)= E 2 2 y+2)- 2 > ye[0:2]; 
0, y €[0,2] 


Kadangi Pen (x,y)= Pe (x): P, (y), dydžiai yra priklausomi. 
Apskaičiuojame M(£n), M£, Mn, D ir Mn. 
2-y 


1 ka 
Į xydxdy = z bė J xdx = 


(52) „oe s 2. 


0 l 
Mė= ERGENS ji C-k = 
2 0 


= 2 3 
+ A B 
3 2 3 2 


M(ėn)= | 


AABC 


t 


0 1 
l 1 
MË = La a 


DĘ= ME" - (ME) = 


Dn =M -(MnY = 
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Apskaičiuojame € ir /) kovariaciją ir koreliacijos koeficientą. 


cov(£,7)= M(£- ME) (1- Mn)= M(£n)- ME- Mn; 


1 LY- d 
AE 


oovlėsi). 
p(ė, DE Dr 
1 
o(&n =y 019 
18 9 


Dydžiai yra koreliuoti. 


Sudarome dvimačio atsitiktinio dydžio (£,77) koreliacinę matricą. 


P 34 


cov(£,n) Dn 


„21.24 Pagal 21.23 uždavinio duomenis sudarykite atsitiktinio 
UŽDUOTIS 3 Aa i 
dydžio (¢,ņ) regresijos kreivių lygtis. 


21.24 
si ——— 
£ regresija 1 atžvilgiu yra funkcija g(x)= M(n| x), čia M(n|x) yra dydžio 
n sąlyginis vidurkis: 
M(n|x)= fy- p, (»|x)dy. 
Analogiškai 7) regresija £ atžvilgiu yra: 


ply)= M(ė| y), 


o 


M(ėly)= f x-p.(x15)dx, 
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Apskaičiuojame sąlyginius tankius. 


1 
on EEE. „ kaixe(-2;0]; 
(x+2) Nea: 
PQO lx)= ' 
3 | 
= „ kaixe|[0;1) 
1 2—31 
—(2-2 
12-21) 
1 
3 2 1 
=72—=4.——, ye[0;2). 
Pal) =z 5 y e[0;2) 
2 


Sudarome regresijos kreivių lygtis. 


x+2 


4 
y=8(x)= Įv —4-£ xe[-2,0]; 
nF Ž x xe[0,1]; 
1 <= 
— d=ŽC“, ye[0,2] 


Nubrėžkime regresijos kreives (tieses) 


kartu su (én) pasiskirstymo sritimi. 
Gal iš karto galėjote atsakyti, kuo baig- 
sis skaičiavimai? 
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21. TIKIMYBIŲ TEORIJA 


Daug studentų sunkiai supranta, kaip Monte Karlo metodas taikomas api- 
brėžtiniams integralams apskaičiuoti, net tuo atveju, jei moka pasinaudoti 
kompiuterio programomis. 

Nenagrinėjant tikslumo, metodo esmė labai paprasta. Reikia apytiksliai ap- 
skaičiuoti integralą: 


b 
I = |f(x)dx. 


Integralo įvertis: 
n 


2 


zol 
ĮI =— 
r iz 
čia y; =(b-a) f (x;), x) =a+(b-a)r;, © r, h, = T, — atsitiktiniai skaičiai, 
vienodai (tolygiai) pasiskirstę intervale [0; 1]. 
Reikia apytiksliai apskaičiuoti integralą: 

3 


SPRENDIMAS 
r. Xi Ni 


Tarkime, kompiuteris ar skai- 02 22 4,84 
čiuotuvas sugeneravo 10 atsi- 05 25 6,25 
tiktinių skaičių (tai labai ma- 01 21 441 
žai, bet pavyzdžiui užteks). Su- 02 22 4,84 
rašykime duomenis ir tarpinius 09 29 8,41 
„rezultatus į lentelę, o paskui 07 27 7,29 
lengvai apskaičiuosime integ- 07 27 729 


fax. 
2 


ralą. 04 24 576 
— 59,22 02 22 484 
I= =5,9. 03 23 529 
10 
Kas tai? 


Tai kreivinės trapecijos, esančios po parabole intervale [2:3] (žr. pav.; ašių 
masteliai skirtingi tik dėl vaizdumo; trapecija užbrūkšniuota palinkusiais 
brūkšniais), plotas, gautas kaip stačiakampių plotų (vienas toks stačiakam- 
pis užbrūkšniuotas vertikaliais brūkšniais) vidurkis. 


1 
Tikroji integralo reikšmė yra T. todėl paklaida ne tokia jau didelė. 


22. OPERACINIS 
SKAIČIAVIMAS 


Žiūrėkite, kokia patraukli idėja: jei uždavinio negali išspręsti šiame pasauly- 
je, kur sprendimo taisyklės ir formulės sudėtingos, tai perkelk (transfor- 
muok) tą uždavinį į kitą pasaulį, kur diferencijavimas virsta daugyba, in- 
tegravimas — dalyba, sudėtingi grafikai aprašomi paprastomis formulėmis. 
Išspręsk uždavinį „aname pasaulyje“ ir, panaudodamas atvirkštinę trans- 
formaciją, parsinešk gautą rezultatą į šį pasaulį. 

Kaip tik tokiai idėjai įgyvendinti ir naudojama Laplaso transformacija — 
tiesioginė ir atvirkštinė. Tik vienu pavyzdžiu parodysime, kaip iš pradinės 
funkcijos (pirmvaizdžio), tiesiogiai taikant Laplaso transformacijos integralą, 
gaunamas vaizdas — „ano pasaulio“ funkcija. Visais kitais atvejais naudosi- 
me gatavas ryšio tarp pirmvaizdžių ir vaizdų formules, veiksmų su pirm- 
vaizdžiais ir vaizdais taisykles. Juk ir skaičiuodami išvestines beveik niekada 
nesinaudojame pradine išvestinę apibrėžiančia formulę. 

Pasiruoškite tam, kad formulių ir taisyklių bus nemažai, bet dauguma 
jų - labai paprastos. 


22.1 
Raskite f (t) =sint pirmvaizdžio vaizdą. 


22.1 
SPRENDIMAS 


Bet kuriame operacinio skaičiavimo formulių rinkinyje rasite ryšį tarp pirm- 
vaizdžio ir jo vaizdo: 


sint + 


+p 
Įrodysime šią formulę naudodami pagrindinę Laplaso transformacijos for- 


mulę: Flp)= [ride Par 
0 


Pirmvaizdį užrašykite naudodami Oilerio formulę (tai visai nebūtina, bet 
gal jums bus įdomiau?): 
it —it 


2 e -e 

sint = ———; 

2i 
e" e it 1 2. afè 
Bivj= „idp = (e p) HP de= 
(P) J į a 
-1-- l "12 l a Z 
2i( i-p i+p ô 


-i a E E 
gl tp i+p) Rip LB 
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( 22. OPERACINIS SKAIČIAVIMAS 
„42 Raskite f(:)=t“cos3/ pirmvaizdžio vaizd 
UŽDUOTIS = P L) 


22.2 
SPRENDIMAS 


Prireiks šių formulių: 


osti ĖS, ajk EE), rreo) 


Iš pradžių randame cos3ź vaizdą: 


P 
cos3t į —-—3—= S 
1+|8) P 
3 


Nesunku įsitikinti, kad bendru atveju cosat + — 


a pe 
/ 


a 9-— p? 2plp“-27) 
B+) pre) 


o Raskite f (t) =e“ sin" t pirmvaizdžio vaizdą. 
22.3 
SPRENDIMAS 


Pasinaudosime formule e“ f(1)+ F(p+0) ir ryšio tarp pirmvaizdžio bei 
vaizdo tiesiškumo savybe a f (t)+b g(t)+a F(p)+bG(p). 


3t- 1 — cos 2t 1 e — 1 e?! 


Dabar pritaikykime trečiąją formulę: 


2| P 


94+ p 


t? cos3t+(—1) 


e* sin? t=e -cos 2t = 


22.4 
Raskite integralinio sinuso Si(t) vaizdą. 
22.4 
SPRENDIMAS 
sint y 


Integralinis sinusas yra tokia funkcija: Si(t j=j 
prireiks šių formulių: 0 


fO ; | rlgjaa, [rar P, 


Vaizdui rasti 
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Šiek tiek supaprastintai šias formules galima perskaityti taip: pirmvaizdžio 
dalyba iš kintamojo prilygsta vaizdo integravimui, o pirmvaizdžio integra- 
vimas prilygsta vaizdo dalybai iš kintamojo. 


sint p dq m 

Žž = arctgq| =^ —arctg p; 
r: BaS gP 
t a t 

aj „ŽD 

Ve P 


Taigi Si(t)+ "E — arctg p) = Laau = A aig, 
p\2 P P p 


Raskite vaizdą funkcijos f(t), kurios grafikas 
parodytas šiame paveikslėlyje: UŽBUOTIS 


f 


22.5 
SPRENDIMAS 


Pirmiausia, naudodami Hevisaido vienetinę funkciją I(t ) , užrašysime funk- 
ciją f (t). Funkcija 1(t) apibrėžiama taip: 
l, t>0, 
1(t)= £ 
0, t<0. 


Jeigu funkciją f (t)= aty padauginame iš I(t ) , tai gausime funkciją, ku- 
a 


rios grafikas intervale (—o0; a) sutampa su paveikslėlyje parodytos funkci- 
jos grafiku. 

Nuo taško / = a funkciją reikia pakeisti, pridedant funkciją f, (t ) =2. Ka- 
dangi pakeitimas turi „įsigalioti“ tik nuo t =a, tai f, (t ) reikia padauginti 
iš I(t —a). Iš tiesų, kol f <a, šios funkcijos argumentas neigiamas, todėl 
funkcijos reikšmė (pagal apibrėžimą) lygi nuliui. 

Taigi jau sukonstravome funkciją 


1 
f(t)=-—t-1(t)+2-1(t—a), 
a 
kurios grafikas atitinka paveikslėlyje parodytą grafiką iki taško / = 24 . Nuo 


šio taško grafiką vėl reikia pakeisti. Pridedamą funkciją galima sugalvoti 
samprotaujant taip: reikia sunaikinti nuolydį ir dar pridėti tiek pat kilimo. 
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Atsargesni darys formaliai - pridedamoji funkcija yra skirtumas tarp naujo- 
sios ir buvusiosios funkcijos (Hevisaido funkcijas skaičiuojant galima pra- 
leisti). Naujoji funkcija (nuo taško t= 24 į dešinę) yra 


1 
o buvusioji funkcija — i 


fa (t)= PE 


Vadinasi, pridėti reikia funkciją f, (t J 
1 l 2 
A=B- tt 
Žinoma, f, (t) turi „įsigalioti“ tik nuo t= 2a, todėl ją padauginame iš 
I(t- 2a). Galutinį grafiką atitinkanti funkcija yra tokia: 


f(e) =-žt1()+2-1(t-a)+ 


Užrašas netrumpas, bet juo verta pasigėrėti: viena funkcija pavyko aprašyti 
„laužytą“ grafiką! 
Ieškant gautosios funkcijos vaizdo, prireiks formulės 
f(t-r)-1(t-r)+e”F(p): 
Tas- t -ear aiae 
a a 
io l er, 
ap P ap 
Atkreipkite dėmesį į tai, kad kiekvieną funkcijos f (t) dėmenį reikia sutvarkyti 
taip, kad būtų matyti reiškinys f(:— r)-1(t— r). 


„22.6 r z e3 5 
UžDUOTIS/ Raskite funkcijos f(r)= sin? £ vaizdą. 


22.6 
SPRENDIMAS 


24 
a 


-1(t— 2a). 


Vaizdui gauti dažniausiai yra ne vienas kelias. Parodysime dvi vieno kelio 


atšakas. | A | | 7 | 
2 — Bi 
1 aa e“) pit — e7’! l i 
=- a > — Ensin 
4 2i 2i 4 4 
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Bet juk galėjome nepastebėti, kad iš tų eksponenčių susidaro sin ir sin3t, 
tiesa? Ne bėda! 


il a era 3 1 |- 


8(p-3i p-i p+i p+3i 
st LSS a S E 
šlp'+9 p+) 4p'+9 pi) (p+9)(p?+1) 
Gal taip net aiškiau nei pirmuoju būdu? 
PONE! Haye i R 22.7 
Raskite pirmvaizdžio f(/)=cos*3£ vaizdą. 


22.7 
SPRENDIMAS 


Vėl parodysime du būdus vaizdui gauti. 


l būdas 
Pasinaudosime formule 


f'(t)+ pF(p)- f (0). 


f'(t)= (cos? 3t} = 2cos3t-sin3t-3=-3sin6r + E; 
pP +36 
f(0)= cos? (3-0) =1; 
—18 
F(p)-1= 
PB p“ +36 
2 
+18 
Flp)=-—— 
p| p° +36) 
Il būdas 
2 
oén E Lat, P -P +i 
2 2 2 p+36 p(p°+36) 


Zinoma, antrasis būdas - paprastesnis! 
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1 . . 
Raskite vaizdo F(p)= CENE pirmvaizdį. 


22.8 
SPRENDIMAS 
I būdas 
Prireiks formulės F(p+a)+e““" f (r). 
l 1 1 
E= > m 2 2 
P +P-2 „451,,1 1, 1“ (3 
a ki ais 
3 3 3 
= 1 Žž a 2 
| +) B 2. 3 3 2 
p 2 2 
II būdas 
Pasinaudosime trinale 
p) fA) .fı(t-r)d 
1 1 z 
Rie, mtg 
i (P) Pi > (p) P12 


III būdas 
Išskaidykime F(p) į paprastųjų trupmenų sumą: 


A B 
(P-UP+2) p-1 p+2 
A(p+2)+B(p-1)=1; 

1 
=i A=-: 
p 3 
1 
=>-22 B-=--. 
P 3 
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IV būdas 
Pasinaudosime vaizdų ir pirmvaizdžių atitikties teorema, kuri teigia, kad 
esant tam tikroms sąlygoms (ir šiam, ir daugeliui kitų vaizdų jos tinka), 
pirmvaizdį f(t) galima surasti taip: 

n 

f=% Res(F(p)-eP'), čia Pp (k=1, n) 

k=1 P=Pk 
yra funkcijos F(p) poliai. 
Šiuo atveju p, =1 ir p, = —2 yra F(p) paprastieji poliai, todėl: 


; ; 1 
f(+)=lim(p-1)——————e?' + lim (p+2)——————-eP' = 
Ome- papra ae t Apa 
„lų 12 
3 3 


Neabejojame, kad jums labiausiai patiko trečiasis būdas. Visada taip ir spręs- 
kite, jei tik šis būdas tinka. 


Raskite vaizdo F(p)= A i pirmvaizdį. 
P 


22.9 
SPRENDIMAS 


Parodysime dvi vieno metodo variacijas. 


ss ai a a A 
p+ (p+i)(p-p+1) (P+1)(p-p)(P- p) 
m ERNE 1—i/3 
cia Pi = 2 > P)- 2 . 
p A B C 


7— = + 
pP +1 p+1 p-p P-D 


> 


A(p-p)(P-p)+B(p+1)\(p-p:)+C(p+1)(p- p)= p; 
1 


p=-1: A=(1+1+1)=-I, de 
1+i/3 LAS 1=-53| 1+i⁄3 Tg 
P=P 2 > 2 5 A i43) 
1—i/3 \[1-iV3 163) 1-i/⁄3 | 
= p: C|———-+1|| —- = „C=—-[1+i/3). 
P= D | 2 | > 2 5 a + iN3) 
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P- P 
1i, 
+i{i-i3)e 2 2 


P- D 


J3 


J3 | 
Asas tr], 
2 2 


Dabar išspręskime šiek tiek ~ 
P A B, + C s 


——1—7 ——7 
Pa FEE. -p+1) p+1 p-p+l 
Alp"-p+1)+(B,+€C)(p+1)= p; 
1 
=-1: A=--; 
j 3 
2 1 
p A+B=0, AS 
Jo ACi, G= 
| As S ES: p+! E 
p+1 3 p+! 3 1 (BÝ 
pas +| — 
e-z) +3 
1 
Bie O Eiro O i Ua O e ASA 
COA 
1 
Kg +e? vos + in 


+ ie 2 


Atkreipkite dėmesį į tai, kad baigiamajame etape pridėdami - atimdami ir 
padaugindami - padalindami „sukonstravome“ tokius reiškinius, kad galė- 


tume pasinaudoti formulėmis: 


+a? 
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ir F(p+a)=+ 


e1”. f(t). 


22. OPERACINIS SKAIČIAVIMAS 


22.10 
, UŽDUOTIS 
P 


Raskite vaizdo F(p) sei pirmvaizdį. 


(P+1) 
22.10 
SPRENDIMAS 
I būdas i 
Pirma rasime vaizdo Ą(p)= (+Ý pirmvaizdį, o paskui pasinaudosime 
p+! 
formule 


e” .F(p)+f(t-r)1(t-r). 


/ 

1 
Pastebėkime, kad Ff ( p) = -l 
p+! 


ir pasinaudokime vaizdo diferencijavimo formule F'(p)+-—t f(t). 
= +e™, todėl —7+ te“ 
p+! (p +1) 


Dabar jau galime surasti F(p) pirmvaizdį: 


-3p 
e ee a 
(p+1) 
II būdas 
Funkcija F(p) turi vieną antros eilės polių p, = —1. Pasinaudosime atitik- 


ties teorema (žr. 22.8 užduoties ketvirtąjį sprendimo būdą). 


e-3P eP i 
2 +f (t)= Ri 2 eP = 
(p+!) P (p+!) 
-3p 
= lim |(p +17 —— e” | = 
pa p+!) 
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22.11 
Raskite vaizdo F(p)= = pirmvaizdį. 
(P+1) 
22.11 
SPRENDIMAS, 
Šį uždavinį lengvai išspręsite 22.8 - 22.10 uždaviniams spręsti naudotais 
būdais, bet dabar panaudosime bene Įmantniausią Diuamelio formulę: 


p-F(p)-G(p)+ f +0)+ f f(r)-8'(1-7)dr= 
)+ ls f'(t-r)-g(r)dr = 
ao sinus 

st)+ fro g(t-r)d 


-t 


L. l 
r ir aiš , todėl, pasirinkę, pavyz- 


džiui, trečiąjį formulės variantą (kartais tinkamai pasirinkus variantą, 
pavyksta sumažinti sau daroa gauname: 


P ? r) 
PA >e'-e [e AE A ")dr=e e 'dr =e" (1-t). 


Diuamelio formulė praverčia sprendžiant ienie lygtis, elektronikos 
uždavinius. Skaitykite toliau... 


Šiuo atveju F(p)= 


22.12 . e .{ . + . + .. 
UŽDUJOTIS IL dako metodu a diferencialinę lygtį: 
x"+3x'=€, x(0)=0, x'(0)=-1. 
22.12 
SPRENDIMAS 


Pasinaudodami formule f" (t) + p'F(p) —pf(0)- f'(0) ir kitomis operaci- 
nio skaičiavimo formulėmis, duotąją lygtį paversime operacine lygtimi, ją iš- 
spręsime ir iš gautojo vaizdo surasime sprendinį - pirmvaizdį. 


x*"+pF(p)+1 
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- p(p+3)\(p-1) 


Gavome diferencialinės lygties sprendinio vaizdą. Jo pirmvaizdį rasime iš- 
skaidę funkciją F ( p) į paprastųjų trupmenų sumą: 


2-p A B C 
=^ 4 +—; 
p(p+3)\(p-1) p p+3 p-! 
A(p+3)(p-1)+Bp(p-1)+C(p+3)-p=2- p; 


2 
=0: A=--; 
P 3 
Liy ass 
pai C=3i 
5 
=-3 B=, 
P 12 
a 1 i A EE E 
jp Bp api 3 B 4 
Operaciniu metodu išspręskite lygtį: 
n" , ; , UZDUOTIS 
x” +2x'=tsint, x(0)=0, x'(0)=0. 


22.13 
SPRENDIMAS 


Sprendžiant tiesines diferencialinės lygtis su pastoviais koeficientais ir 
nulinėmis pradinėmis sąlygomis, galima pasinaudoti Diuamelio formule, nes 


X(p)=p- X, (p) F(p), 
čia X ( p) - duotosios lygties sprendinio vaizdas; X, ( P) - lygties, gautos į 
duotąją lygtį vietoj laisvojo nario (dešinėje lygybės pusėje) įrašius vienetą, 
sprendinio vaizdas (perdavimo funkcijos vaizdas, grandinės reakcijos į 
vienetinio šuolio signalą vaizdas - jei diferencialinė lygtis aprašo elektrinę 


(elektroninę) grandinę); F ( p) - lygties laisvojo nario vaizdas. 
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Šiuo atveju 


bet F(p) ieškoti nereikia (juk nepatiko?), 


F( i E gauname iš f(/)=tsint, pritaikę formules 
(+p i 

tf(t)>--F ir sint + 2 

Q) (p) 14 p 


jei taikysime Diuamelio formulę. 


Surasime A, (p): 


X'+ =}; 
1 
aa e 2 
| 
X (p ———72—————73 
p (p+2) 
X (p) pirmvaizdį surasti nesunku: 

B 
—.-2-2.S 
p (p+2) p. p p42 
A(p+2)+Bp(p+2)+Cp*=1; 

1 
=(): =s 
P 2 
= 2: 6-2: 
p= a 
p: B+C=0, 5--Z. 

1 1 11 I 1 

X S i 
(P) 2p 4p 4p42 2 


Gautoji funkcija ir funkcija f (t) =tsint įrašomos į Diuamelio formulę: 


žij= 55 (p)-P (p) (esine) | 
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Integruojant šiuos integralus rankiniu būdu, teks paplušėti! Jei galite, pa- 
veskite kompiuterio programai „Mathcad“ integruoti — štai tokį rezultatą 
gausite kur kas greičiau: 
2 og lie 2 14 . 2 
x(t) ==“ —-tsint -Ztcost +— sint —— cost. 
25 5 5 25 


Operaciniu metodu išspręskite diferencialinių „22.14 
x é UZDUOTIS 
lygčių sistemą: 


x'=y+z, 
y'=3x+z, 
z'=3x+y, x(0)=0, y(0)=1, z(0)=1. 
SPRENDIMAS 
Tegul x(t)+X(p), y(t)+Y (p), z(t)+Z(p). 


Sudarome operatorinių lygčių sistemą: 


pX =Y +Z, 
pY=3X+Z+l, (*) 
pZ=3X +Y +1. 


Čia vaizdų argumentus praleidome, kad sistema būtų aiškesnė. Nepamirški- 
te, kad, pavyzdžiui, y'(t)+ pY (p)- y(0). 

Iš pirmos lygties Z = pX — Y įrašome į kitas dvi lygtis ir sprendžiame sis- 
temą X ir Y atžvilgiu: 


pY=3X+pX-Y+1, |Y(p+!)=X(3+p)+1, 44 
p'X -pY =3X +Y +1; |X|p"-3)=Y(L++p)+1. 
Sudėję abi lygtis ir suprastinę gauname: 
X(p*-3)=X(3+p)+2, 
5 2 
2 2 55 
X= g 2 ET 2 po 
la) ea -E 
2 2 Pma 2 
5 5 5 
2 "MM S r 
== ——Ž—i2. 2 .shli= 2 =Ž(e"" £ | 
|| 3 E) 5 2 2 5 
"3j 
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2 


2 


p —B-S 


1) 1 l 5 
p | 22 P“; 2 


PST TT 


Įrašę X = 


į (**) sistemos pirmąją lygtį, gauname: 


Įrašę vaizdus X ir Y į (*) sistemos pirmąją lygtį, gauname: 


A=—£——> 
p -p-6 
Toks pat vaizdas, kaip ir Y. 


Atsakymas: x(t)= Ze e ). y(t)=z(t)= (e 1267 l 


22.15 Raskite srovės, kurią sukelia z o 
UŽDUOTIS/ įtampa u(t)=U-1(t), kitimo dėsnį 
parodytoje grandinėje. u(t) L 


22.15 
SPRENDIMAS, C 


Pagal Kirchofo dėsnį užrašome: 


LÆ Rit} fidt=u(t) 


Atliekame šios lygties Laplaso transformaciją: 
: 1 
L(pI(p)-i(0))+ L ad a U (p). 
Žinodami, kad dėl saviindukcijos (grandinėje yra L) srovė i (0) =Q, įvertinę 


tai, kad šiuo atveju U(p)= u gauname: 
P 


E E R 
p(ip+R+ | P ELAT 
U 1 U 1 
~E RV [1 (RV) L RV 4L- RC 
Į l Z) "IC Z pra 4ĽC 
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22. OPERACINIS SKAIČIAVIMAS ) 


Dabar jau nesunku matyti, kokio pavidalo gali būti vaizdo I(p) pirmvaiz- 

dis: 

1. Jeigu 4L < R“C, tai vardiklyje galima sudaryti kvadratų skirtumą, pirm- 
vaizdis bus sh (ar) pavidalo, o tai reiškia, kad srovė i(t) kis eksponentiš- 
kai. 


2. Jeigu 4L = R?C, tai 


L RV L 
Par) 
Nubrėžkite šios funkcijos grafiką, tai įdomu! Srovė ií (t) iš pradžių didėja, 


ties = 2b pasiekia maksimumą į 


max 


= LUN o po to beveik eksponentiškai 
eR 

silpsta. 

3. Jei 4L > R?C, tai grandinėje susidaro eksponentiškai gęstantys harmo- 
niniai virpesiai. Parodysime tai pavyzdžiu. 


Tegul U=10V, R=1k0, L=1004H, C=10pF. 


ia | E 
OT 106 3 "E 2 
; PT 10 400-107 —10ć -10-10-10 
200-109 4.1078 -10-107 
C ETE, 
=10 , =10" = v39 = 


39 l 2 
17 JAB 
S A 
[ 2 | 4 | 
107 
2439 27, 139 1071 
3900 


Atkreipkite dėmesį į tai, kad pereinamasis procesas (kol srovė netampa be 
galo maža) šioje grandinėje trunka tik mikrosekundės dalis, o harmoninių 
virpesių dažnis yra labai didelis (megahercai). 
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22. OPERACINIS SKAIČIAVIMAS 


Raskite srovės kitimo dėsnį šioje 0 
UZDUOTIS/ grandinėje, kai prijungiama perio- R 

dinė įtampa, kurios grafikas čia 

parodytas. u(t) L 


u(t) 


22.16 ` 2 ad 
SPRENDIMAS 
Periodinės funkcijos vaizdas randamas pagal tokią formulę: 
U, 
U(p)=„EelEl, čia U4(p) - funkcijos pirmojo periodo 
—e 
vaizdas, T - funkcijos periodas. 
Šio uždavinio funkcijos pirmojo periodo įtampa tu (t) užrašoma taip: 


ptij- -eerie 
P P P 
Taigi duotosios periodinės įtampos vaizdas yra toks: 
U l-e?" 
U(p)=—- ; 
Pagal Kirchofo dėsnį užrašome diferencialinę lygtį: 


LŽ, Ru!) 
dt 
Transformuodami ją ir įvertindami, kad i(0) = 0 (nes nuoseklioje grandinėje 
yra induktyvumas L), gauname: 
L L. LE“ 


I(p)= . 
Vardiklis (1 —e”" ) rodo, kad srovė kinta periodiškai. Raskime pirmo periodo 
srovę: 
NA 
— - 
E ETT 
1 l 
F(p)= z +D Res(F(p) ot j= 
P+— p p Pk 
Aj 
= lim : e”|+ lim |—-eP' Sa L; 
p—0 ps p->-2 R 
E 
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22. OPERACINIS SKAIČIAVIMAS ) 


R 
al) = 2h gE sf e I a-n 
R 
sios E eia B "ao 
R R 
R 
Kai :<7, tai (=> 1-e 2 


U „5, Ra 
Kai t >r, tai IOS L el —I|. 


Gautieji reiškiniai rodo srovės impulso priekinio ir galinio fronto formą. 
Panagrinėkime pirmąjį reiškinį. Tegu R=1k0, L=0,1mH,t, =l1ps. Įtam- 
pos impulso pabaigoje srovė bus tokia: 


i(+)=Ž[1-e79) = Ž. 

R R 

Tai reiškia, kad pereinamasis procesas bus beveik pasibaigęs ir srovė grandi- 
nėje bus tokia, lyg L visai nebūtų. Po to įtampos impulsui pasibaigus prasi- 
deda eksponentinis srovės mažėjimo procesas. 

Įdomu pastebėti, kad srovės kitimo procesas iš pradžių yra tik sąlyginai pe- 
riodinis, nes kiekvieno impulso sukuriama srovė sumuojasi su ankstesnių 
impulsų liekamąja srove. Tai ypač pastebima, kai impulso trukmė 7 yra 


maža, palyginus su koeficientu k = =. 


OO AO OO OO OO O OO OO OO OO OO 


Apskaičiuokite integralą I(x)= f EA 
t 


0 
Užbaigiant šį skyrių vėl verta prisiminti pagrindinę Laplaso transformacijos 
0 


formulę: 


0 
Integravimo kintamuoju pasirinkome x, o ne t, kaip įprasta, nes užduotyje 
pateiktos funkcijos argumentas yra x. 


Raskime 7 (x) vaizdą: 


roje COS! 1 


0.40 


N 


e ”™dx = j (1— cos xt )e ~ "dx $. 
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( 22. OPERACINIS SKAIČIAVIMAS 


Skliausteliuose esančiu integralu surandamas funkcijos gl x) =] —cosxt 
vaizdas, bet tai galime padaryti ir naudodamiesi pirmvaizdžių bei vaizdų 
ryšio formulėmis: 


l 
l+—, cosxt- 
p p +t 


Dabar jau nesunkiai surasime /(x) vaizdą ir jo pirmvaizdį: 4 
d|— 
00 o 20 
. 1 p dt dt 1 R 
I(x)+ f|- Z =] 2 =) Z= 

„(P PrE gar tr) ps p 

Lp|— 

p 
— arctg— nen X 
i : 0 p 22 


(OJO ZOO OO LOLOL OLOO O LO LOLOL OLOLLO 701001) 


(OCO)C)eoeoeoe0e000 


Matematiką sudaro 50 procentų formulių, 50 procentų įrodymų ir 
50 procentų vaizduotės. 


(OCO)C)Jeoeoeoe00000 
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TT III II 


Tikros matematikos pavyzdys 


Pažvelkite į kauniečių mokslininkų A. Aksomaičio ir A. Jokimaičio straipsnio 
ištrauką. Viską supratote? 


2 Main result 


Let us denote 

Ale +dpx,an tby) E = Fla, +b, y)+ Fhe, +) 

-Flen +dinXis azn tba ny2 J- lai, + BV Can +d;,*;), 
ua (y)= n(L- Fla, +5,»)), 

Vin (=, ()-ulv), 

Ur, (V, Xi )=»(1- F(a, +b, y)+ Flo, +dinXis azn tba Y2 ). 
V2,n (y, x)= uzn (y, xı )-u6)-2 (xı), 

U3 n (v, x)= n(l-F(a, +b, y)+ Flan HDi nYi C2, tda nX? DE 
V3 n (y, X2 )= u3 n (95 x2 )-u(y)-z2(x2), 

Uin (y, x)= ni — Ale idas )F ) 


Van (Y, x)= u4 (y x)-u(y)- (x). 


Theorem. Suppose that (3) holds, and 
ap +b y >C, td, X. 

For all x, y , for which 
[vin ()< log2, [van (v, xı < log2, 


[vs,n (y, x2 ) <log2, [van (v,x) <log2, 
the following estimate holds true: 
|P(Z, <a, +b,v,W,<c,+d,x)- H (yL) < 
SAn (y)+ A2,n (y, X; Jr A3, (y, X2 )+ Ah (v, x) ` 
Here 


už -u n») 
A O ET O ETA o), 


u2, (y, x >" 0a) 
Azn x)= —— n Aidai va, (ax J+ vin 0x1 )) 


u2, (v,x Jgn 02) iA 
Aso E rohal) fy, (xa +v, (x2 )) 


u2 (y xj" 0 PA 
Asn (x)= = 5 p R (y, x) + Van x)). 


23. 


TRUMPAS 
ANGLŲ-LIETUVIŲ KALBŲ 
MATEMATIKOS TERMINŲ 
ŽODYNĖLIS 


apibrėžti (apie) - circumscribe 

apibrėžti (apibūdinti) - define, 
determine 

apibrėžtinis integralas - 
circumscribed integral 

apytikslis - approximate 

aprėžtas - bounded 

apskritimas - circle 

apskritimo ilgis - circumference 

artintis - approach 

ašis (ašys) - axis (axes) 

atimti - subtract 

atitikti - correspond 

atkarpomis glodi - piecewise 
smooth 

atsakymas - answer, response 

atsitiktinis - random 

atvaizdavimas - mapping 

atvejis - case 

atvirkštinis dydis - reciprocal 

aukštinė - altitude 

aukštis - height; altitude 
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begalybė - infinity 
briaunainis - polyhedron 
bukas - obtuse 

būtinumas - necessity 

daliklis - divisor 

dalmuo - guotient 

daugiklis - factor, multiplicand 
dauginti - multiply 

dažnas - freguent 

dėmuo - summand 


dešimtainė trupmena - decimal 
(fraction) 


didėti - increase 

dydis - magnitude, size, dimension 
dvigubas - double 

elipsė - ellipsis (pl ellipses) 

erdvės - spatial 

glodi kreivė - smooth curve 
gretasienis - parallelepiped 


gretimos kraštinės - consecutive 
sides 


griežtas - rigid, rigorous 


23. TRUMPAS ANGLŲ-LIETUVIŲ KALBŲ MATEMATIKOS TERMINŲ ŽODYNĖLIS ` 


hiperbolė - hyperbola 

ilgis - length 

integralas - integral 

iškilas - convex up 

išlinkis - flexon 

išreikštinis - explicit 

išskaidyti - expand 

išvesti vidurkį - strike (struck; 
struck) an average 

išvestinė - derivative 

įbrėžti - inscribe 

įgaubtas - convex down, concave 

įrodymas - proof, demonstration 

įstrižainė - diagonal 

įžambinė - hypotenuse 

kampas - angle 

kampmatis - protractor 

kampo tangentas - tangent of 
angle 

kiekis - amount, guantity, volume 

kilpa - loop 

kirstinė - secant 

klaida - error, fault, mistake 

klaidingas - false 

klausimas - item, guestion 

kosinusas - cosine 

kūgis - cone 

kvadratas - square 

laipsnis - degree, power 

liekana - remainder, residue 

liestinė - tangent 

liestis - osculate 

liniuotė - straightedge, ruler 

lygiagretainis - parallelogram 


lygiagretus - parallel 

lygiakraštis - equilateral 

lygiašonis - isoscelles 

lyginis - even 

lygybė - eguality 

lygtis - eguation 

lygūs - egual 

mažiau - less 

mažinti - decrease, diminish 

menamasis - imaginary 

mintinas - mental 

modulis - absolute value 

narys (formulėje, lygtyje) - term 

neigiamas - negative 

nelyginis - odd 

nepersidengiantis - 
nonoverlapping 

nepriklausomas - independent 

neribotas - indefinit 

nesuderinamumas - inconsistency 

nesuderintas - incompatible 

netiesioginis (pvz., integralas) - 
improper 

nykstanti funkcija - infinitesimal 

nuokrypis - deviation 

nupjautinė piramidė - frustum 

padalyti - divide (in, into); 
subdivide (into) 

pagrindas - base 

pakankamas - sufficient 

pakartoti - iterate, repeat 

pakeisti - exchange, substitute 

pakelti laipsniu - raise to power 


paklaida (apskaičiavimo) - error of 
calculation 
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( 23. TRUMPAS ANGLŲ-LIETUVIŲ KALBŲ MATEMATIKOS TERMINŲ ŽODYNĖLIS 


palyginimas - comparison sąlyga - condition 
parabolė - parabola sandauga - product 
pasviras - obligue santykis - ratio 
paviršius - surface savybė - property 
penkiakampis - pentagon sfera - sphere 
piramidė - pyramid siena (geom. kūno) - face 
pirminiai skaičiai - incomposite sinusas - sine 

numbers skaitiklis - numerator 
plokščias - flat skaitmuo - digit, figure, 
plokštuma - plane numeral 
plotas - area skersmuo - diameter 
plotis - width, latitude skirtumas - difference 
pokytis - increment skliaustai - parentheses(), 
polinkis (nuožulnumas) - slope braces, brackets[] 
pradinis - initial skriestuvas - compass, 


pradžia (koord. sistemos) - origin aa | 

prasilenkiantis - skew skritulys - disk 

spindulys - radius (pl radii), 
ray 


sprendinys - solution 


pratimas - exercise 
pražulnus - slanting 


prielaida - assumption k 3 
i , | sraigtinė linija - screw 
prieštaravimas (įrodyme) - S a ; 
contradiction sritis (plokštumoje) - 

rai domain 
priežastis - reason m . 
S k . stačiakampis - rectangle 
pusiaukampinė - bisector A , , 
; e. | statinis (trikampio) - leg 
pusiaukraštinė - median ; 
statmenas - perpendicular, 


reikšmė (formulėje, lygtyje) - value normal 


rėžis - bound statmuo - perpendicular 


riba - border, limit statumas - steepness 
ritinys - cylinder statusis kampas - right 


rodiklis (laipsnio) - exponent angle 

rodyklė - pointer, arrow statusis trikampis - right- 

rombas (rombai) - rhombus angled triangle 
(rhombi) styga - bisecant, chord 

rutulys - ball, orb stulpelis - column 
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23. TRUMPAS ANGLŲ-LIETUVIŲ KALBŲ MATEMATIKOS TERMINŲ ŽODYNĖLIS ) 


suderinamas - compatible 

sudėti - add 

suma - sum, total 

suprastinti - cancel 

sveikasis skaičius - whole number, 
integer 

šoninis (paviršiaus plotas) - lateral 

tapatybė - identity 

taškas - point, dot 

teisingas - true, valid, correct 

teorema - theorem, proposition 

tiesė - straight line 

tikimybė - probability 

tikslumas - accuracy 

tirti - examine, explore 

tolydus - continuous 


tolygus - uniform 


trapecija - trapesium (pl trapesia), 
trapezoid 

trikampis - triangle 

trupmena - fraction 

tūris - volume 

uždavinys - problem 

vardiklis - denominator 

vertikalus - upright 

vidinis - internal 

vidurkis - mean, average 

vingis - inflexion 

viršūnė - vertex (pl vertices) 

ženklas (pvz., pliusas) - sign 

židinys - focus (pl foci) 

žiedas - annulus (pl annuli) 

žymėjimas, pastabos - notation 

žvaigždutė (*) - asterisk 
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12. 


Kyiv National Taras Shevchenko University. 
Faculty of cybernetics 


Bachelors in „Applied mathematics“ 


The enumeration of problems on mathematics that are represented on 
the State examination 


Mathematical analysis 

„A number seguence and its boundary. 

„A boundary and continuity of the function according to Cauchy and 
Heine. 

„Properties of a continuous function on a compact set. 

„Differentiability of the function. Criterion of differentiability. 

„Local extremum. Necessary and sufficient conditions (criterions) of 
extremum. 

„Riemann integral. Criterion of integrability of function on Riemann. 

„Numerical series. Convergence criterion. 

. Functional series. Criterions of uniform convergence. 

. Fourier series. A uniform convergence of Fourier series. 

„Riemann integral on a compact set. Double, triple Riemann integral. 

. Curvilinear integral. Criterions of independence of a curvilinear integral 

from path of integration. 

Surface integrals. The formulas of Green, Stokes, Ostrogradskiy. 

. Gradient, divergence and vortex of vectors’ field. 

. Improper integrals. Convergence criterions. 

. Improper integrals parameter dependent. Criterions of uniform conver- 
gence. 

. Application of Riemann integral (calculation of square, length of curve, 
volume etc) 

. Application of multiple curvilinear and surface integrals (calculation of 
square, static moment, mass, coordinates of the center of weight etc.). 

. Taylor formula. 

. Differential and total differential. 
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Algebra and geometry 

1. Main equations of a straight line and surface area in the space. 

. Criterion of compatibility of the system of linear equations. 

3. Linear dependence and rank of the system of vectors, methods of 
calculation of ranks. 

4. Linear operators, which operate in finitely - measurable spaces, and their 
matrixes. 

5. Eigenvectors and eigenvalues of linear operators. 

6. Linear operators of simple structure. 

7. Scalar and vector product. Blended product. 

8. Coercion of quadratic forms to a canonical form. 

9 

0 

1 


N 


. The main theorem of divisibility of polynomials. 
. Jordan normal forms of matrixes. 
. The main algebra theorem of existence of root of polynomial. 


Differential equations 

1. Existence theorem and uniqueness of solution of Cauchy problem of 
differential first-order equation. 

2. Linear homogeneous differential equations of n-order with constant rate. 
Construction of general solution. 

3. Finding of partial solution of inhomogeneous linear equation of n-order 
using the method of an arbitrary constant. 

4. Systems of the linear differential equations. Cauchy formula. 

5. Stability theory. Stability of the linear stationary system. Hurwitz 
criterion. Method of Lapunov functions. 

6. Necessary criterions of functional’s extremum with fixed end points. 


S55555555 
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Testo (žr. 14 skyrių) atsakymai: 


l T 

2 N 
3 N 
4 T 

5 T 

6 T 

7 T 

8 N 
9 T 

10 T 

11 N 
12 T 

13 N 
14 T 

15 N 
16 T 

17 N 
18 N 
19 T 
20 N 
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